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Prefácio 


Os estudantes e professores do segmento IME ITA sempre estudaram 
Complexos e Polinômios por bons livros didáticos, mas ainda não dispunham 
do livro que contasse todos os segredos, teoremas e artimanhas poderosas 
para a resolução de problemas mais avançados de nível IME ITA. O livro só 
agora foi publicado. 


Esse manual de Complexos e Polinômios do Caio Guimarães pode ser 
chamado de “O Livro vermelho dos Complexos e Polinômios”. O autor não 
poupou esforços para revelar em sua obra todas as ferramentas poderosas 
importantes relacionadas aos Complexos e Polinômios, fornecendo ao leitor 
tanto interpretações algébricas quanto geométricas sempre que possivel, 
versatilidade essa que proporcionará ao leitor desse livro “uma visão além do 
alcance”. Mesmo os problemas mais inquietantes agora terão soluções 
elegantes e concisas, quando se dispõe das melhores ferramentas para 


resolvê-los. Essas ferramentas foram todas concentradas nessa obra prima. 


Assim, é com muita honra que a VestSeller brinda os estudantes e 
professores de todo o Brasil com a publicação dessa obra de valor 
inestimável. Estamos certos de que o empenho e a dedicação investidos pelo 


autor em mais de ano de trabalho árduo certamente foram compensados. 


Ganhamos todos, os estudantes, os professores e a sofrida educação 


brasileira 


Parabéns ao Caio Guimarães. 


Prof. Renato Brito Bastos neto 
(autor do livro Mecánica Para Vestibulandos IME ITA) 


Apresentação 


O livro 'Matemática em Nível IME/ITA' tem como objetivo não somente dar a 
base aos alunos que desejam encarar as dificeis provas de vestibular do IME 
e do ITA, mas também ajudar a aumentar a barra de dificuldade das matérias 
de matemática lecionadas no ensino médio, a fim de atingir o nível exigido 
nessas provas. A leitura desse material também é indicada a professores de 
cursos preparatórios para pré-vestibular, principalmente aqueles com ênfase 
nos vestibulares militares. 


Compilamos neste livro um material que contém tanto a carga teórica que o 
aluno pode precisar para consulta, quanto séries de exercícios (e muitos!), 
com resoluções, que darão a ele a confiança necessária para encarar o 
vestibular militar. 


Neste primeiro volume, abordamos dois assuntos de extrema importância, e 
principalmente, reincidência nas provas tanto do IME quanto do ITA: 
Números Complexos e Polinômios. O nosso objetivo, neste volume, é de, 
junto à teoria básica desses assuntos, também mostrar diferentes aplicações 
dos mesmos, bem como diversas 'situações problemas' que podem ser 
pedidas no “grande dia” da prova e os 'grandes truques' de como se 
comportar frente a ela. 


Caio dos Santos Guimarães 


São José dos Campos, SP - 2008 
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Como Estudar o Livro? 


O livro é muito voltado a resoluções de questões do nível IME/ITA. 
Portanto, a teoria apresentada é direcionada a resultados que serão bastante 
úteis na resolução das questões do género. O livro não é destinado àqueles 
que nunca estudaram o assunto antes. Embora abranja todo conteúdo, para 
a melhor compreensão do material, é aconselhável que o aluno/professor já 
tenha tido contato com o assunto previamente. 

As questões do IME e do ITA, em geral, abrangem mais de um 
assunto em um mesmo enunciado, portanto comumente nas questões que 
aqui são propostas, será requerido que o aluno/professor saiba o básico de 
outros ramos da matemática (progressões aritméticas e geométricas, 
geometria analitica, etc.). Quando isso for requisitado em algum segmento da 
parte teórica, mencionaremos o assunto que deve ser pesquisado (por fora) 
para a total compreensão do segmento. 

Recomendamos que o aluno/professor leia toda a parte teórica (mais 
de uma vez, se necessário) para a fixação das idéias destacadas (lembre-se 
que todo o conteúdo aqui apresentado será importante, não sendo 
aconselhável que parte alguma seja descartada). Dê uma atenção especial 
aos exemplos resolvidos, que servirão de base para a resolução dos 
'Exercicios de Fixação”. 

Feito isso, o aluno/professor deve passar então para a parte dos 
“Exercícios de Fixação". Nessa seção você não encontrará exercicios fáceis 
(todos têm o estilo de questões IME/ITA), porém encontrará alguns exercicios 
mais dificeis que os outros. Para melhor orientação criamos o seguinte 
código: 

AM - Nivel Dificil 
* - Nível Insano 


Muitas das questões acompanham o nome de onde foram tiradas 
(algum vestibular, ou livro citado na bibliografia). Em alguns casos é comum 
ver a palavra 'adaptada' junto à referência. Isso acontece nos casos em que 
a questão é a mesma que caiu no vestibular citado, porém com alguma 
alteração, tornando-a mais interessante para o nosso assunto (em alguns 
casos, a adaptação é tornar uma questão múltipla-escolha em discursiva). 

Recomendamos que, tendo resolvido as questões propostas em cada 
capítulo, o leitor olhe as resoluções comentadas no Capitulo 7 para conferir 
suas respostas e confirmar se não houve algum descuido na hora de formular 
sua solução. Lembramos aos leitores que organização é fundamental na hora 
de resolver uma questão numa prova (a banca precisa entender seu 
raciocinio), então recomendamos que o leitor se baseie no estilo de 
formulação das soluções propostas no capitulo 7 para treinar sua 'escrita'. 


Bons estudos! 
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Capítulo 1 - Números Complexos 
Introdução 


1.1 А História dos Complexos | 


A entidade conhecida na Matemática por número complexo é um número da 
forma a + bi, onde a e b são números reais e i é a unidade imaginária, 


possuindo a propriedade de que i? = —1, ou ainda, [= JA. 


Mas qual o sentido e, mais importante, a utilidade, de se definir a raiz de 
números negativos? De onde surgiu o conceito de número complexo? 


Os matemáticos da Grécia antiga julgavam óbvia a constatação de que um 
número negativo não possuía raiz. As equações matemáticas eram 
representações de problemas concretos — ou seja, chegando-se à raiz de um 
negativo, concluia-se que o problema não tinha solução. 


A necessidade de se atribuir um sentido à raiz de -1 não surgiu, como muitos 


crêem, a partir do estudo das equações de segundo grau, mas sim da análise 
da solução de Cardano-Tartaglia para as equações de terceiro grau da forma: 


х? =ax+b 


A solução dessa equação (veremos a demonstração adiante) é dada por: 
b [bY (aY b bY (aY 
x=3-—+. [| —| -|= | + A-| -|= 
2 2 3) \2 2 3 


De acordo com o raciocinio anterior sobre raizes de negativos, uma equação 
dessa forma só terá solução se 


2 š 
(2) (5) =º 
2 3 
Mas tomemos como exemplo a equação x? = 15x +4. É evidente que x = 4 é 
solução dessa equação, pois 4? = 64 = 15.4 + 4. 


No entanto, 
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ESAS o 


De acordo com os matemáticos da Grécia antiga a equação não tem solução! 
Porém acabamos de ver que a equação admite x = 4 como solução. 


E agora? 


Isso significaria que: 


32+ /-121+%2-./-121=4 92 


oi o matemático Bombelli, em 1572, quem encontrou 
uma forma de lidar com esse aparente absurdo. 


Ele decidiu considerar as raízes quadradas de números 


negativos como verdadeiros números. Sua proposta 
levaria à seguinte representação: 


Y2 + V-121=A+/B е Y2-V-121=A-JB 


Onde A e B são números reais. : Rafael Bombelli 


Tal representação faria com que o resultado não parecesse tão "absurdo" 


assim. 
A «JB +А – В = 2А 


Será que a proposta de Bombelli é viável? Ao longo do nosso estudo dos 
números complexos veremos que sim. Hoje em dia, já sabemos que, de fato: 


(24471) = 2 + 4-121 


A aceitação dos complexos como números demorou a se tornar realidade. 
Grande parte dos matemáticos, entre eles o próprio Cardano, buscou formas 
de se resolver problemas semelhantes sem ter que recorrer ao uso dos 
números sofísticos, como eram chamados na época. 


Não obtiveram bons resultados. Foi somente em 1890 que o matemático 
Capelli provou que essa era uma tarefa impossivel. Somente após isso foi 
que começou o desenvolvimento desse novo conceito na álgebra: os 


Números Complexos. 
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Nessa nova fase do desenvolvimento da matemática tiveram papéis 
importantes grandes matemáticos, como Euler (antes do trabalho de Capelli), 
Gauss, Argand e Cauchy. Nós veremos na teoria a seguir os nomes deles 
mencionados em resultados importantes envolvendo números complexos. 


| 1.2 Algumas Definições e Propriedades | 


Devido à grande necessidade рага о progresso da matemática, surgiu o ramo 
dos números complexos ao se criar a unidade imaginária i, definida como: 


i=V-1 
Um número 2 é dito complexo quando puder ser escrito da forma: 
z=x+yi xyeR 


SENE TEN RU EIS 
Notação: A partir de agora, chamaremos de parte real de z o temo x, e o. 
denotaremos por. x=Re(z). Da mesma forma, y é chamado de parte, 
imaginária de z е é denotado por: у = Im(z). 


RR. coreto ur ps элыш dn sp paman iria aa Sat ir iË 


Devemos nos atentar ao fato de que o conjunto dos números reais é um 
subconjunto do conjunto dos Complexos, uma vez que todo número real 
nada mais é que um número complexo com parte imaginária nula. 


Complexos (С 


Reais (R) 
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Propriedade Cíclica das Potências de i 


Da definição da unidade imaginária: 


2 
ё=(/-1) =-1 
is 3 > 4 = і=-11= -і 
Ë = Ві = ~is- = 1 


Usando o mesmo raciocinio indefinidamente, temos que: 
cm 


Podemos generalizar esse resultado da seguinte forma: 


— MM 
| i^si1*. nkeZ, n>4 | 
| 1 
| К é o resto da divisão den por 4 | 


Repare que interessante! Sabendo аз 4 primeiras potências da unidade 
imaginária podemos determinar um valor para qualquer outra potência inteira. 


A seguir, citamos alguns outros resultados notáveis que podem ajudar na 
hora de fazer contas. Agilidade é tudo em uma prova corrida! 


Resultados Notáveis: 
(1+1)2 = 1«2i«i* = 1«2i-1 = 2i 
(1-iy = 1-2+Ё = 1-2i-1 =- 2i 
‚(1+1) E (1+i)? qo 2. i 
(1-1) (1-1)(1+1) 12-72 2 
1 i [ó 
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Identidade de Números Complexos 


Dizemos que dois números complexos são iguais quando as partes real e 
imaginária são respectivamente iguais nos dois números. 


ыраа. 
a+hi=c+di e | 


—— 


ELI. TL бй ъала 


Definição 1.2.1 


Por mais simples que essa definição de igualdade possa parecer, vamos ver 
mais a frente que ela vai ajudar muito em algumas resoluções de exercicios. 


Representação Gráfica dos Números Complexos 


Uma comum representação dos números reais é distribuí-los uniformemente 
ao longo de uma reta. Como a parte imaginária de todo complexo nada mais 
é do que um número real (acompanhado multiplicado por i) podemos 
representar também a parte imaginária dos complexos ao longo de uma reta! 


Uma boa idéia seria representar as 
duas retas simultaneamente - talvez 
uma perpendicular à outra! 


Carl F. Gauss 


Seguindo a sugestão de Gauss, trabalharemos com a representação dos 
complexos num plano. O plano complexo, também conhecido como piano de 
Argand-Gauss, tem como eixos: a reta real (na horizontal) e a reta imaginária 
(na vertical). Sendo assim, podemos então representar um complexo 
z=x+yi no plano de Argand-Gauss, como é feito na figura a seguir. 
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Fig 1.2.1 


Note que o um complexo é representado no plano por seu afixo, isto é, о 
ponto que possui como coordenadas: a parte real do complexo (abcissa) e 


parte imaginária (ordenada). 


Módulo do Número Complexo 
Definimos módulo do complexo (ou norma do complexo) como sendo a 


distância do afixo do mesmo à origem do plano complexo e representamos 
por: módulo de z =|2|. 


Com um simples teorema de Pitágoras na figura 1.2.1, temos que: 


ЖЫ reto) +(Im(z))° | 
Definição 1.2.2 


A representação de números complexos por pares ordenados se assemelha 
muito a representação de vetores no R?. Isso nos sugere que o complexo 
também possa ser visto como sendo um vetor com origem coincidente à 
origem do plano de Argand-Gauss e com extremidade em seu afixo. Dessa 
forma, podemos definir o conceito de distância entre dois complexos. 


Distância entre Dois Números Complexos 

A diferença dos vetores representantes dos complexos z e w, 
respectivamente nos dá o vetor representante do complexo z — w . O módulo 
desse complexo nos dará a distância entre os afixos de z e de w (vide a 


representação geométrica da Figura 1.2.2). 
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Im 


ü 


4 
| d(z.w) = |z м] | 


Definição 1.2.3 


OBS: Atentando-se а 
desigualdade triangular по 
triângulo ao lado, temos: 


[|+ |z — w] 2 |w 


Ou ainda, fazendo и=-\/, Fig. 1.2.2 
sendo z e u dois complexos 
quaisquer, vale que: à — 
MOI REM 
Fórmula 1.2.1 


F 
“ 
і 
« 
N 
£ 
(h 
n 
k. 


Argumento do Número Complexo 


O ângulo que o vetor representante do número complexo faz com o eixo real 
é chamado de argumento de um número complexo e é denotado por arg(z). 
Sendo arg(z) o menor ângulo positivo que nos dá a abertura entre o vetor 
representante de z e a reta real, podemos definir o conjunto de argumentos 
de z como sendo: A(z)=arg(z)+2kn kez 


Com uma ajuda da trigonometria: 
y _!т(2) 


x Re(z) 
O que nos leva a: 


| may Y 
0 =arg(z) = Aral ке | | 
i 


Definição 1.2.4 


tgo = 


Fig. 1.2.3 


O menor desses ângulos, isto é, arg(z). é dito argumento principal do 
complexo. 
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O Conjugado de um Complexo 


Vamos ver, no decorrer do livro, que ao estudar um complexo z da forma 
z = x +уі, é muito interessante definir também o complexo: 


Z=x-yi à Definição 1.2.5 


Tal número é chamado de complexo conjugado de z. 


e [ Nossa! Quanta definição! 
Pra quê tantas? 
Eu vou usá-las em alguma 


/ situagáo problema? 


ATTE IT TT AAA г =) 
¡ Autor: De imediato, percebemos algumas coisas importantes sobre o que ` 
к definimos. Leia todas а Segui atentamente 


1. Soma do complexo com seu conjugado 


Z«z -(x- yf)» (x yf)- 
[+2 = 2Re@) | 


Fórmula 1.2.2 


2. Produto do complexo por seu conjugado 


Fórmula 1.2.3 
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3. Conjugado da soma de dois complexos 
js =a+bi 


w=c+di a,b,c,de 8 


(z+w)=(a+bi+c+di)=(a+c)-(b+d)i= 
=(a-bi)+(c-di)=Z+ W 


Fórmula 1.2.4 


A soma dos conjugados é o conjugado da soma. 


4. Conjugado do produto de dois complexos 


z=a+bi 
w=c+di abcdeR 


(zw) = ((a + bi).(c + di)) = ((a.c - b.d) + (bc + a.d).i) 
=(ac-bd)-(bc+ad)i=ac-bci-bd-adi 
=(a-bi)(c-di)=2W 


=] 


- (zw) = z.w 


L 


Fórmula 1.2.5 


O produto dos conjugados é o conjugado do produto. 
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5. Conjugado da divisão de dois complexos 


[Z =a+bi 
lw=c+di abedeR 


ВЕ ЕСЕ E (c- ке 
(c^ di (cdi) (c-di) 


[ee ec )* (bc- = = = 


2 + d? с? + аг 


_ (a—bi).(c + di) EC) (ожа) (ac а 
(+01) (с-а) le-di (ga с-а = 


i| ni 


Fórmula 1.2.6 


A divisáo dos conjugados é o conjugado da divisáo. 


Exemplo 1.2a Mostre que sáo complexos: 


1 1 
Z=— е w=— 
2+i 1+i 


Em seguida, determine o complexo u = z — w e calcule a distância entre os 
afixos dez e w. 


Solução: 
Sabemos da Fórmula 1.2.3 que multiplicar um complexo por seu conjugado 


nos dá um resultado real. 
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Beto сы крл o SB U Q da 
2+i 2si2-i 2242 5 
1 1 1-i 1-i 1.43: 
w=— = —.— = = =--i 
14i. 1+i1-i 141 2 2 


Como z е w podem ser escritos na forma x + yi sabemos então que os 


mesmos são números complexos. Além disso: 


snnm H9) CH) 4): 


A distância entre os afixos de z e w é dada pelo módulo de u: 


мм (5) (5 ЈА (5G - G3) 


ocre 
| 


Exemplo 1.2b (Lidski) Determine o número de soluções da equação: 
2? +|z|=0 
Solução: 


Sendo z = x + yi xyeR: 
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(х + vi? +|х+уй=0 
o (e^ 2Xxyi- yj) Мх? + y* 20 


o x'-y*«2xyi«Jx* «y? = 0 


е Qe-ytrs fe + у?) + (2ху)і=0+01 


EE 
Re Im 


Da identidade de complexos (Definição 1.2.1), devemos igualar as partes real 
* imaginária em ambos os lados da equação. 

| xy = 0 

о че 


x?-y? + Jx? +у? =0 


Sabemos que x.y = 0 < x = 0 ои у = 0, então, continuando na equação: 


у= 0 х= 0 
o ou 
х? -0O? + Jx?«0? z0 0?- y? + JO? - y? 20 


]у=0 o 
o ou 
pe +|x|=0 y? = || 
Re РТ [х= 0 
х= 0 [у= +1 


Segue então que a equação tem 3 soluções. São elas: 


Ё аа ча | 
L(0.i1,-0 3 
E 4 
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1.3 Representação Trigonométrica do Complexo 


Uma das formas mais comuns de se ver representado um número complexo 
é na sua forma trigonométrica. Todo complexo pode ser representado como 
um vetor no plano complexo de Argand-Gauss, tendo sua parte imaginária 
marcada no eixo vertical e parte real marcada no eixo horizontal. 


Da representação geométrica 
da figura 1.2.3: 


Re(z) = |z|.cos 8 
Im(z) = |2|.5еп@ 
Podemos entào escrever um 


complexo z qualquer, de 
argumento 8 como sendo: 


(cos8 « sene) 


Definição 1.3.1 


Notação: É comum denotar cos 0 +іѕепо pela abreviação cis0 . Faremos o 
mesmo deste ponto em diante no livro. 


Exemplo 1.3.a Determine a forma trigonométrica do complexo z = 1+i 
Solução: 
Podemos representar o afixo z no plano complexo de Argand-Gauss. Da 


geometria do problema na Fig. !, o módulo de z, que corresponde à 
hipotenusa do triângulo, é determinado pelo Teorema de Pitágoras. 


Iz =12 +12 A jz] = v2 
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Exercício 3.4 € (IME-05) Sejam as somas Sy e S. definidas por: 
So = GLC CB Gh caws] 


S ed + on 6 N ЧТо De 


Calcule o valor de Sy e S, em função de n, sabendo que [r] representa o 
maior inteiro menor ou igual a r. Sugestão: utilize o desenvolvimento do 
binômio de Newton para 

n 
( didst) 
ba 
Exercício 3.5 (ITA 95 — adaptada) Para cada n pertencente aos naturais, 
quanto vale a seguinte soma ? 

1-2. E 040172 41 


Exercício 3.6 M Determine uma expressão matemática simples, em função 
de x para a seguinte soma: 


С!.ѕеп(х) + С2.ѕеп(2х) + С2.ѕеп(Зх) + „+ Сп.ѕеп(п.х) 


Exercício 3.7 Mostre (sem necessariamente utilizar números complexos) : 


n 
Ука Ск = n.2""!+n.(n - 1.277? 
k=0 


Exercício 3.8 % Faça o mesmo para a soma, com К sendo tomado em 
grupos de 4: 


2 pk 
k2.CK 
k=0,4,8.. 


Exercício 3.9 Mostre (sem necessariamente utilizar números complexos): 
n 


X> (k+1).Cf = n.207 + 2" 


k=0 


Exercício 3.10 % Faça o mesmo para a soma, com k sendo tomado em 
grupos de 4: 


> (к+1).СК 


k=15,9.... 
Exercicio 3.11 Mostre (sem necessariamente utilizar números complexos): 


> СК — 273 


kokKk*1 n+1 
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Exercicio 3.12 % Faça o mesmo para a soma, com k sendo tomado em 
grupos de 4: 


Exercício 3.13 (Spiegel) M Mostre que: 
Hol cos| e cos| 9* .+cos 2(n-1)z =-1 
\ n) un n n 


Exercício 3.14 Determine uma expressão simples para as somas: 


a) cos (x) + cos(2x)+cos(3x)+...+cos(nx) 
b) ѕеп(х) + ѕеп(2х) + sen(3x) +... + sen(nx) 


1 (1+1), calcule: 


E 
3 RI 


=|z+z? EZ +..+2 


Exercício 3.15 — (ITA 04) Sendo z = 


2s 


Exercício 3.16 и НЕ o resultado da soma da questão 
anterior. 


Exercicio 3.17 Calcule: Im (1 +21+312 +40 +... + 2004 2003) 


Exercicio 3.18 (Spiegel) € Calcule: 


NN (825 
sen| — ||| sen| — ||| sen| — | |..| sen| —əə— 
n n n n 
Exercicio 3.19 (ITA — adaptada) Sejam x e y números reais tais que: 
fx? – Зху? = 1 
13x?y - y? = 1 
Então o número complexo x+ i.y ë tal que z? e zl valem? 


Exercício 3.20 M A partir dos resultados do Exercício 2.8, usando um 
argumento geométrico, determine novamente o valor do produto: 


(ШШЕ) 
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Capítulo 4 — Polinômios 


| 4.1 A História dos Polinômios | 


Ao longo da história da humanidade, um dos problemas mais fascinantes 
entre os matemáticos antigos era o de resolver equações polinomiais. Para 
que valores de x, por exemplo, seria satisfeita a equação: 


x*-5x 46-0? 


A solução de equações do 2º grau creditadas ao hindu Báskara é na 
verdade, de autoria de Sridahara, do século ХІ, também hindu. Os hindus 
participaram com um grande papel na matemática, junto aos árabes, uma vez 
que uma das grandes potências da matemática, a Grécia antiga, estagnou-se 
em suas pesquisas durante à invasão de seu território pelo Império Romano. 


Uma das grandes discussões matemáticas registradas na história é a 
ocorrida entre os matemáticos italianos Girolamo Cardano e Nicoló Fontana, 
mais conhecido como Tartaglia (Tartaglia traduzido a português significa 
“gago”, apelido dado ao matemático devido aos seus distúrbios de fala) em 
meados do século XVI. Naquela época eram comuns publicações anuais de 
matemática, nos quais as mentes brilhantes da Europa propunham desafios a 
outros matemáticos. Publicações essas que faziam crescer o nome de muitos 
matemáticos que conhecemos historicamente hoje, como Newton, irmãos 
Bernouilli, Leibniz, entre outros. 


A história diz que no início do século XV] o matemático Scipione del Ferro 
descobriu uma solução para a equações do tipo x*+px+q=0, porém 
faleceu antes de publicá-la. Seu discipulo, Antonio Fior, conhecia o método e 
resolveu publicar em uma dessas edições anuais o desafio, afim de 
engrandecer seu nome perante os matemáticos contemporâneos. O desafio 


constava em dar as soluções numéricas de equações do tipo que del Ferro 
havia estudado. 


O matemático Tartaglia, um humilde matemático de origem pobre, aceitou o 
desafio e respondia todos com respostas diretas e precisas a respeito das 
raízes, porém não revelava seu método de obtenção das mesmas. Por mais 
que Fior ousava desafiar Tartaglia, a resposta vinha sempre com precisão 
por parte do matemático com distúrbio de fala. 


Para finalizar a humilhação para cima de Fior, Tartaglia propôs um desafio ao 
mesmo que era de resolver equações do tipo: x*+n.x?*+px+q=0. Ао 
matemático Fior, que não tinha méritos o suficiente para responder ao 
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desafio, restou aceitar a humilhação perante todos os matemáticos 
contemporâneos. 


Nesta mesma época, Girolamo Cardano, 
também italiano, estava escrevendo um 
trabalho de Algebra, e solicitou a Tartaglia 
que revelasse o método de resolução das 
equações do 3º grau para que fosse 
publicado, com os devidos créditos, no seu 
livro. Tartaglia recusou, alegando que iria 
publicar ele mesmo o método. Cardano era 
conhecido por sua “falsidade”, mas mesmo 
assim conseguiu convencer (sob juras de 
que seria devidamente creditado) o 
matemático Tartaglia a revelar a solução. 
Quebrando sua promessa, em meados do 
século, surgiu a publicação Ars Magna 
contendo a solução das equações do 3º 


$ Е TV; E 
des orca Tartaglia grau sem menção alguma ao seu 
conterrâneo. 


Com a solução de equações cúbicas conhecida, um grande problema na 
matemática surgiu (refira-se à introdução histórica dada aos Números 
Complexos no capitulo 1 deste livro) quando os matemáticos pararam para 
analisar melhor a solução de Cardano-Tartaglia para equações do 3º grau: 
x =ax+b. 


A solução vinda do matemático italiano dizia que: 


Je. [o (av ub by E 
2" "W2) 033 2 2) \3 


Até o momento não era tido como algo matematicamente verdadeiro a raiz 
quadrada de números negativos, de modo que equações сото x? = 15.х + 4, 
não apresentassem soluções de interpretação matemática concreta, uma vez 
que de acordo com a solução de Tartaglia: 


x= Y2+ 1214 J2- 7181 


Desta forma criou-se em paralelo ao estudo das equações algébricas 
polinomiais, o estudo dos Números Complexos. 
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Com a teoria sólida a respeito dos números complexos vista nos capitulos 1 a 
3 deste livro, poderemos iniciar uma caminhada agora em direção aos 
Polinômios. Começaremos devagar e com o passar das Seções 
introduziremos conceitos que são exclusivos de provas do estilo IME/ITA. 


4.2 Introdução — Raízes de um Polinômio 


Uma função é dita polinomial quando ela é expressa da seguinte forma: 
P(x) = ao +a4.X + a3.X? +... + an-X" 


Onde ap. а;, as.... a, são constantes complexas (reais ou não) e onde os 
expoentes de x são todos números naturais. 


Se P(x) é uma função que tenha como dominio e imagem um subconjunto 
dos reais, diremos que o polinômio é Real. Isto é, se x puder assumir apenas 
valores reais e ag, а, as,... an forem reais, Р(х) será dito um Polinómio Real. 
Essa notação será utilizada muitas vezes no decorrer dos próximos capitulos. 


Definição: Dizemos que o grau do polinômio é dado pela ordem do maior 


| expoente com coeficiente não nulo. 


Definição 4.2.1 


Exemplos: 
grau 5: Р(х) = 1+ x + 2x? - 4х5 
grau 2: P(x)=1+2x+x? 
grau 3: Р(х) = x? 
grau 1: Р(х) =i+ x 
grau 0: Р(х) = n 
¿Curiosidad ^ ————— 


Se o grau é dado pela ordem do maior expoente com coeficiente não-nulo, | 
¡qual é о é o grau do polinômio P(x)=0, que não possui coefi cientes não nulos? . i 


Para manter a coerência da nossa definição é conveniente dizer que o 
polinômio nulo, P(x)=0, não possui grau. Isso não impede, no entanto, 
outros autores de tomarem outra convenção (desde que uma ressalva seja 
feita na definição do grau do polinômio). 
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Identidade de Polinômios 


O termo 'identidade' já apareceu quando estudamos os Números Complexos. 
Em termos gerais, uma identidade é um tipo de igualdade (denotado pelo 
simbolo =). Dizemos que duas expressões dependentes de uma variável 
independente x, por exemplo, são idênticas quando elas devem ser 
satisfeitas para qualquer valor que x possa assumir. 


Exemplo 4.2.a: 
Determine as constantes a, b, c na identidade: 


a.(x + 5y - 32) + b.(2x - 2y + 5z)+c.(7x + 11у +3z)+x-2y=0 


Solução: 

Temos uma expressão do lado esquerdo da identidade, dependente das 
variáveis independentes x,y,z e deve ser “identicamente nulo” (i.e. para 
qualquer sejam os valores assumidos por x, y, z , a expressão deverá se 
anular). 


t 


х + 5y- 32) +b.(2x- 2y +52) « c (7x + 11у + 32) «x -2y = 
= ax+ 2b.x + 7с.х + x + 5a.y — 2b.y + 11c.y — 2- 3a.z + 5b.z + 3c.z 
=x(a+2b+7c+1)+y.(S5a-2b+11c-2)+2z.(-3a+5b+3c) 


Note que, se zerarmos as expressões dentro dos parênteses, independente 
do valor assumido por x, y e z, teremos que a expressão se anulará. 
E justamente isso que deveremos fazer! 


x(a+2b+7c+1)+y.(5a-2b+11c-2)+2z.(-3a+5b+3c)=0 
-0 =0 -0 


De onde segue: 
Ait D ss 


5a-2b+11c-3=0 
|-за +50 +30 =0 


Resolvendo, temos: pa. 
l 7 


| as- on-s cnt | 
6 6 


Vamos ver como essa definigáo se aplica no caso dos nossos polinómios ! 
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Definição: 


Dois polinômios são ditos idênticos quando todos os seus coeficientes 
correspondentes são iguais. 


Definição 4.2.2 


Hustrando a definição acima: 


ag = Do 
а, = 0 
ao +аџ.х +... +аџ.х" = bo +b,.x +... +6,.х" Р, 
Р(х) (х) 
а, = b, 


Como consequência da definição 2.4.2 podemos ainda definir: 


Definição: 
Um polinômio é dito Identicamente Nulo quando e só quando todos seus 


coeficientes forem nulos. 


Definição 4.2.3 


Exemplo 4.2.b: Determine o valor de a, entre [0,21] que torna identicamente 
nulo o polinómio P(x): 


P(x) = sena.x? + 4 cosa.x - x? 


Solução: 
Basta utilizarmos a definição 4.2.3: 


Р(х) = sena.x?+4.cosa.x-x? = 0 
sena-1=0 sena = 1 | x | 
e o | а = – | 
4.cosa = 0 cosa = 0 2 


Lembrando que utilizamos o valor de q que atendia à condiçào de identidade 
e à condição de pertencer ao intervalo dado no enunciado. 
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Raiz de um Polinômio 


Definição: 


Dizemos que um número < é raiz do polinômio Р(х) quando P(a) = 0. 


Definição 4.2.4 


Em muitos casos, nos interessa determinar exatamente qual é a raiz 
(ou quais são as raízes) de um dado polinômio. E importante lembrar que 
nem sempre achar uma raiz para um dado polinômio será uma tarefa fácil. 
Vamos mostrar agora os métodos para achar as raizes de alguns tipos 
simples de polinômios. 


1) Polinômios do 1? Grau 
Nesse caso, uma simples manipulação algébrica resolve. 


Ex: P(x) =a.x +b 


Р(о)= 0 o aa+b=0 © aa--b c 


Il) Polinômios do 2º Grau (Regra de Báskara) 
A "álgebra" envolvida é um pouco mais rebuscada nesse caso, porém de fácil 
compreensão como é mostrado abaixo. 


Ex: P(x)=ax?+bx+c=0 , a,b,c = 0 


Р(а)= 0 © aui+ba+rc=0 © аз. 202-0 
а 


= al go 2.0: 2.) 
а 


( 2. D b^| b* c 
© |a'«—oarx—l:—-— 
a 4a?) 4a* a 


( b ) +4b?- 4.ac -b + Vb? - 4.2.0 
— |= —— © | a = —— 
2a 2a 


OBS: O resultado acima, ensinado em geral no "Ensino Fundamental”, já 
deve ser algo bastante conhecido do aluno. Caso você não seja familiar, é 
importante que leia e releia a dedução, bem como decore о resultado que 
dever “estar no sangue” de qualquer aluno que fará a prova de vestibular 
(ainda mais se tratando das provas do IME e do ITA). 
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11) Polinômios do 3º Grau sem o termo do 2º grau (Regra de Cardano) 

A partir do grau 3, fica mais difícil determinar algebricamente (sem o auxilio 
de outras condições do problema) as raizes para o polinômio, em geral 
Veremos mais a frente (pedimos que por enquanto o leitor apenas acredite) 
que todo polinômio do 3º grau com coeficientes reais, admite pelo menos 
uma raiz real. A Regra de Cardano mostra que é possivel determinar um 
algoritmo para achar essa raiz para um polinômio de 3º grau do tipo: 


ESSES ESSES — 


| Р(х) = x?sbx4c .bceR 


|Ex Р(х) = хз+Ых+с ,bceR 
| 


¡Vamos supor uma raiz real do tipo: u =u+ v com ue v a serem determinados. | 
аа 0 © (u+ у)? +b.(u+v)+c=0 
eo (U+3uv(u+v)+v)+b(u+v)+c=0 


e (ut+v')+(u+v)(3uv+b)+c=0 


Queremos achar u e v para que a igualdade acima seja satisfeita. Vamos | 
"tomar, por exemplo, и e v tais que: 


u? +3 = -с 
3.u.v = —b 


! 
l 
| 
f 


¡Para u e v acima, teremos a = u + v sendo raiz do polinômio. Podemos, ` 
lainda, escrever: 


| |ч жу? = -с | 
ju? ср" | 

| 27 

[Vamos denotar: u? =p, у = д 

I =-C 

| SUE | E А b? 

, -b? > p+ri-—|—-=-c > p“+cp-—=0 ] 

{ 2 27] р 27 


| : q E : 
"Usando a “Regra de Ваѕкага" para resolver a equação do 2º grau acima: 


PI 


; Voltando às variáveis ue v: 
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E, com isso: 
! 2з з pS | 
¡Pa)=0 > о = qe. add JEDE | 
V2 үа 27 N 2 Na 27 ] 
4 
" Resultado 4.2.1 i 


| Volte à Seção 1.1 do Capítulo 1, para uma 
discussão histórica interessante envolvendo 
o resultado de Cardano-Tartaglia como 


contribuição para o inicio da discussão a 
respeito de números complexos. Ee 


Girolamo Cardano (1501-1576) 


OBS Importante: Por enquanto mostramos o método de resolução analítica 
de equações gerais do 1? e 2? grau e de equações do 3? grau, desde que nào 
possuam termo de 2? grau. Mostraremos que se isso nào acontecer (para o 
caso do polinómio do 3? grau), ainda há uma maneira de aplicar a fórmula de 
Cardano para encontrar as soluções. Limitar-nos-emos a resoluções 


analíticas para apenas esses tipos de polinômios. Existe ainda um método de 
solução analitica para polinômios do 4º grau (Método de Ferrari), que se 
utiliza de transformações algébricas e cai novamente na Solução de Cardano 
para Equações do 3? grau. Polinômios de graus maiores também terão 
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soluções analiticas em alguns casos, porém desde que satisfaçam algumas 
outras condições específicas que estudaremos mais a frente! 


Exemplo 4.2.c Ache as raízes do polinômio: х“ 42x? «420 
Solução: 


Não conhecemos as ferramentas para calcular um polinômio do quarto grau 
de forma analítica. Na verdade, esse polinômio é um polinômio do 2º grau 
mascarado (esse tipo de equação é chamada Equação Biquadrada) 


Note que a transformação y = x? transforma-o em um polinômio do segundo 
grau: 


(ay +2.(х*)+4=0 . y2+2y+4=0 


Conhecemos a solução do polinômio do segundo grau 


y?+2y+4=0 o y= NA, REA 


2 
_ -2*2./з./-1 _ -Z + 213. 
= > MEE = 
=-1+i.f3 = 2cis[ + 28) 


Note que a questão ainda não foi concluída! O enunciado pede as soluções 
do polinômio em x, não em y. Portanto, devemos voltar à variável x 


Formula 1.5.7 = 
= > — Е к= 0,1 


Exemplo 4.2.d Escreva cos 20º na forma YA + YB com A e B complexos 


(Sugestão: Demonstre primeiro que: cos(3x) = 4.cos?x - 3.cos x ) 


Solução: Vamos primeiro demonstrar a expressão sugerida no enunciado 
Usaremos ferramentas da trigonometria (ver apêndice) 
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cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x).cosx — sen(2x). senx 


=(2cos?x —1).cosx - (2.senx.cos x).senx = 2.cos?x - cosx - 2.sen*x.cosx 
=2.соѕ2х -cosx-(1-cos?x].2.cosx = 2cos?x-cosx-2cosx-2.cos?x 


= 4.cos?x — 3.cosx 


| Agora podemos utilizar a expressão demonstrada. Fazendo x = 20º, temos: 
cos(3x 20º) = 4.cos? (20º) - 3.cos (20?) 
3 =4.cos*(20º) - 3.cos(20*) 

8.cos*(20º)- 6.cos(20º)-1=0 


Note que temos uma equação do 3º grau em cos(20º). Fazendo y = cos(20º), 
teremos: 


3 1 
8y?-6y-1-0 ~ Veo (9) 


Essa equação já está no molde para a resolução de Cardano-Tartaglia 
(Resultado 4.1.1): 


27 E E d 
| - Ji- dez” 64.27 ` {16 * mm 27.64 


2 ui < ENAR 


| |16 64.44 \16 V 644 
| 
| 
| 
| 


ij 
20°) = 3|— - — 43 + 2|— + — {3 
созго) uu ips hs 


4.3 Operações Com Polinômios e Fatorações Importantes | 


Teorema Fundamental da Álgebra 

Enunciaremos agora um teorema de extrema importância no estudo de 
polinômios, porém de dificil demonstração. A demonstração. que inclusive 
levou anos a ter uma aceitação concreta após inúmeras tentativas de 
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demonstração vindas de vários matemáticos brilhantes, será omitida aqui, 
pois foge ao foco do livro. 


Teorema Fundamental da Álgebra: 


Todo polinômio de coeficientes complexos e de grau n possui exatamente n 
raízes complexas (podendo ou não serem reais puras). 


Isso quer dizer que o número de raizes de um problema de equação 
polinomial é dado apenas pelo grau do polinômio em questão! 


Soma e Multiplicação de Polinômios 

A soma e multiplicação de polinômios são feitas algebricamente como com 
qualquer outra expressão numérica. Basta apenas lembrar que polinômios 
são agrupados em coeficientes de potências da variável independente, 
portanto devemos sempre agrupar termos que acompanham a mesma 
potencia dessa variável. 


Ex: Р(ху=х?+х+1 ; Q(x) 2x? -2x +7 
° P(x)+Q(x)= (х? «x «1) (x?-2x +7) 


2x. x*.x(1-2)«1«47 


=xº.x2-x+8 


* P(x)Q(x)= (+ x+1).(x?-2x +7) 
= X?.X? + x? (—2x)+ x3.7+ X.X? + x.(-2x)+ x.7 +x2 — 2x+7 
= х5 -2x* 7 x* « x3 -2x* 7x « x* - 2x47 


= х5 -2x'48x?-x?45x 47 


" í— ars 


' OBS: Note que o grau da soma de dois polinômios ó o mesmo grau do! 
‚ polinômio de maior grau entre os dois. Na multiplicação o grau é a soma dos | 
graus dos dois polinômios. 


E » 


Divisao de Polinómios 
Assim como a soma e produto, a divisão também é feita de forma algébrica 
semelhante à divisão numérica. A única diferença é que os algoritmos de 
divisão devem ser adaptados de tal forma que seja possível serem 
agrupados os termos de mesma potência da variável independente (x, nos 
nossos exemplos). Vejamos o raciocinio no exemplo a seguir: 
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Ex: 
Na divisão numérica” 
29-3 .. 29 = 3.9 + 2 
Dividendo Quociente 9 Resto 
Divisor 3 


Usando um raciocínio semelhante para polinômios, podemos definir. para a 
divisão de polinômios: 


Р(х) + О(х) ~. Р(х) = D(x)Q(x) + Rx) 


Dividendo Quociente Q Resto 


Divisor D 
Para P e D tais que o grau de P(x) maior o igual ao grau de D(x) 


Definição 4.3.1 (Divisão Euclidiana para Polinômios) 


Ou seja, a cada divisão, temos associado um polinômio Resto e um 
polinômio Quociente de tal forma que a expressão da Definição 4.3.1 seja 
satisfeita. 


Algo importante a se atentar é que, da mesma forma que o resto na divisão 
algébrica não deve ser maior que o divisor, o polinômio Resto tem (por 
definição) grau inferior ao do polinômio divisor. Essa definição dá origem a 
questões simples, porém que se o aluno não estiver atento, tornam-se 
complicadas. 


Teorema do Resto de D'Alembert 


O teorema do resto de D'Alembert é de simples demonstragáo e de rápido 
compreensáo. Veja a seguir: 


O resto da divisão de P(x) por (x — k) é dado por P(k). 


Resultado 4.3.1 
Demonstração: 
Se o divisor é de primeiro grau, então o resto deverá ser uma constante real. 
Sendo R essa constante real, da definição 4.3.1 temos: 


Р(х) = (x-k).Q(x) + К 
Logo, fazendo x = К: 
Р(к) = (k-k).Q(k)+R = R 
= 0 
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Exemplo 4.3.a (ITA) Um polinômio Р(х) dá resto -1 quando dividido por 
(x + 1), resto 1 quando dividido por ( x — 1) e resto 1 quando dividido por 
(х – 2). Qual o resto da divisão de Р(х) por (х + 1). (x — 1). (x — 2)? 


Solução: 


Sabemos que a divisão de um polinômio por outro do 3º grau nos dá um 
resto de no máximo 2º grau. 


Ou seja, podemos escrever: 
Р(х) = Q(x).(x – 1).(x + 1).(x — 2) + (ax? + b.x + c) 


Onde a,b,c são constantes a serem determinadas. 


Para x=1, x=-1, x=2, respectivamente, usando o resultado 4.3.1: 
ps QUNI=GA ATT + (а.1+Ь.1+с) = 1 
APEC) = О(1).(1=4094—#=1уДТ—2) + (а.1+Ь.(-1) + c) = -1 
m = О(1).(@=-@+=1у (2—2) +(a4+b2+0)=1 


Seguimos, então, com o seguinte sistema: 


|o 4 
qa-b+c=-1 = grs b=1 ,c== 
3 3 
4a+2b+c=1 
NUBE COE ; 
O resto da divisáo é dado por: | RO) = ењ 


Algoritmo de Divisão Algébrica 

Mostraremos a seguir como utilizar o algoritmo de divisão algébrica de 
polinômios. O método é geral, e divide um polinômio por qualquer outro 
polinômio de grau menor ou igual ao primeiro, porém exige cuidado com o 


uso dos sinais de cada termo do processo de execução do algoritmo. Vamos 
ilustrar a divisão com um exemplo: 


Р(х) = х“ +3.х3 –5.х2+8х+1 + Q(x)=x2+2x-3 
Algoritmo: 
1º Passo: Escrevemos da maneira como está escrito a seguir, os polinômios 
dividendo e divisor. Analisamos os primeiros termos de cada um deles. O 
resultado da divisão do primeiro termo do dividendo pelo primeiro termo do 
divisor é colocado logo abaixo a reta horizontal sob o polinômio divisor. 
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х“ 4 3x3 5x? 8x &1 x2+2x-3 


2º Passo: O resultado dessa primeira divisão é então multiplicado por cada 
termo do divisor e os seus respectivos resultados são colocados (com sinal 
trocado) abaixo do polinômio dividendo. 


х“ +3.х? - 5.x? + 8х 
De — Да РАМ 
—x2— 2.x" + 3.x2 
da Á 
— ИЕ 


3% Passo: O resultado obtido abaixo do dividendo é somado ao dividendo, 
resultando em uma nova parcela a ser dividida. O processo ë então repetido 
até que não haja mais possibilidade de divisão. 


x 43% - 5x? + 8x «1 x! -2x-3 
=x — 2.x3 + 3.x2 x2+x-4 
x? — 2x? + 8x+1 
~x? — 2x? + 3x 
-4x? + 11x +1 
+4x?+8x-12 
19x -11 


O polinómio restante à esquerda após o término do algoritmo é o polinómio 
Resto da divisão. O polinômio restante logo abaixo do divisor é o polinômio 
Quociente da divisão, de tal forma que podemos escrever: 


x «333 —5.х*®+8х+1 = (x* + 2х -3).(x* ex - 4) (19x - 11) 
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Exemplo 4.3.b Ao dividir A(x) por B(x) foram obtidos o quociente Q(x) e resto 
R(x), onde: Q(x) = х? + 2x - 1 e R(x) = х? + 3х? + 3x +4. Se dividirmos о 
polinômio A(x) рог x? + 2x – 1 o resto será T(x). Calcule T(10). 


Solução: Do enunciado segue: A(x) = В(х).(х? + 2x - 1) + (x? + 3x? + Зх + 4) 


Com isso: 


A(x) Е (х? + 3х? + 3x +4) 
а AMT En) 


Portanto o resto será dado pela segunda divisão no membro direito da 
igualdade acima. Temos da divisão algébrica: 


X? +3x2+3x+4 x?+2x-1 


—x* -2x? «x x «1 
x? +4x+4 
—x2 — 2x+1 
2x+5 = T(x) 
E, com isso, obtemos a resposta: T(10)=2.10+5=25 | T(10) 2 25 
L 


Fatoração de D'Alembert 


Durante a época em que a demonstração do Teorema Fundamental da 
Algebra estava em discussão, o matemático D'Alembert sugeriu uma solução 
para o impasse ao tentar mostrar que dado um polinômio de raíz k, ele pode 
ser escrito de tal forma que possui o termo (х — k) em sua fatoração. 


Ou seja, o polinômio: P(x)=x?-5x+6, que tem raizes x = 3 e x = 2, deve 
possuir os termos (x-3) e (x-2) em sua fatoração. Note que, de fato: 
x2-5x+6=(x-3).(x-2) 


O mesmo vale para o caso de raízes complexas. Veja o caso do polinômio 
Р(х) = x? — 3x? — 2 que possui como raízes: 1, 1+і, 1-і. Note que, de fato: 


х? -3x2-2=(x-1).(x—(1+)).(x—(1-1)) 


A demonstração da Fatoração de D'Alembert que mostraremos é rápida e 
interessante. Seja k uma raiz qualquer do polinômio genérico P(x). 
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P(x)-a,x' +а„_х”'+...+а„х®^+а„х+а, (D 


Como x = k é raiz, podemos escrever: 
Osak tapak +... +a,k2+ak+ay (D 


Fazendo a subtração (1) — (11) membro a membro, temos: 
P(x)-0 = an xk") + ana (10 KO) + 22.07 к?) а (х-к) (D 


Da fatoração conhecida: 
a"-bf=(a-b) (a! sa 2b+..+a b? br!) 
Podemos colocar o fator (x - k) em evidência em cada termo do lado direito 
de (III): 
Р(х) =(x-k).(Q(x)) 


i Conclusão Importante: 
} De forma geral, podemos fatorar o polinômio de raízes c, a». Ug. ..., Un е 
i coeficiente do termo de maior grau igual a 'a' da seguinte forma: 


Р(х) = a.(x - a4).(x — 45). (X — a3)....(x- an) 


Resultado 4.3.2 


OBS: Se o polinômio possuir um fator que se repete mais de uma vez na 
fatoração do Resultado 4.3.2, dizemos que esse possui a raiz do fator como 
sendo raiz múltipla. Estudaremos bastante as propriedades das raizes 
múltiplas mais adiante. 


Do resultado 4.3.2 segue outro resultado importantissimo! Se todas as raizes 
de um polinômio Q(x) forem raizes de P(x) também, P terá todos os fatores 
de Q em sua fatoração. Com isso a divisão de P(x) por Q(x) será exata (não 
deixará resto) e podemos dizer: 


Divisibilidade de Polinômios 
P(x) é divisível por Q(x) quando todas as raizes de Q(x) forem também raizes 


de Р(х). 


Resultado 4.3.3 
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Exemplo 4.3.b (IME — 1994) Mostre que Р(х) é divisive! por Q(x) onde P e Q 
são os dados: 
P(x) = х999 x888 +х777 , x866 | у955 , y444 , 383, y222 4 


Q(x) = x9 + х + x! «x9 «x9 кхе ex? ex? «x +1 
Solução: 
Vamos determinar todas as raizes de Q(x): 

Q(x) = x? + хб + x? 2 


+хб+х?+х®+х?+х?+х +1 


1 
x -_ 
O desenvolvimento de Q(x) é uma soma de P.G. de razào x: Q(x) = EF 
Portanto, as raizes de Q(x) serāo do tipo a, tais que: 
010 -1 a -1=0 


a—1 а #1 


Utilizando a fórmula 1.6.1 da seção de Números Complexos, temos que as 
raízes de Q(x) são: 


a s сів 2%) k=123..9 


V 10 7 


Verifiquemos se todas essas raizes são raizes de P(x): 


epa ere [e NE БЕ) 


GATA a] FUINP 2 9111-1 
(cis(2kx))  -1 4-1 А 
У; 9111-1 "a4. 


Portanto, todas as raizes de Q(x) são raizes de P(x). Do Resultado 4.3.3, 
temos que P(x) é divisivel por Q(x). 


Exemplo 4.3.c (ITA — adaptada) Suponhamos que os polinómios P(x), Q(x), 
p(x) e q(x) satisfaçam as seguintes condições: 


| P(x)p(x) + Q(x)q(x) = 1 vxec 
P(p(1))=0, Q(0)=0 


Mostre que p(x) não é divisível por (x — 1). 
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Solução: 
Vamos supor por absurdo que p(x) seja divisível por (x -1). Isto é, o resto da 
divisão de p(x) por (x — 1) é nulo, ou ainda, que: 
р(1) =0 
Fazendo x = p(1), temos: 


PCp(D ). p( p(0) + О(р())д(р(1)) = 1 


=0 = Q(0)=0 
Ou ainda: 
0=1 
ABSURDO! 


Ou seja, nossa hipótese de que p(x) é divisível por (x — 1) é falsa, concluindo 
nossa prova. 


Exemplo 4.3.d Determine as raízes do polinômio: Р(х) = x? - 10x? + 29x - 20 
Solução: 

Uma inspeção rápida nos fornece que 1 é raiz desse polinômio, uma vez que 
a soma dos coeficientes é nula. Ou seja: 


P(1)=1º-10.12+29.1-20=0 
Portanto Р(х) possui um fator (x — 1) em sua fatoração. Ou ainda 
P(x)=xº-10x2+29x- 20 = (x - 1).Q(x) 


Onde Q(x) é o polinómio que representa os demais fatores de P(x). Por P(x) 
ser de grau 3, do Teorema Fundamental da Álgebra, sabemos que possui 3 
raizes e Q(x) deve possuir os outros dois fatores restantes na fatoragáo de 
P(x) (1.e. Q(x) é de grau 2). 


Р(х) = x3 - 10.x? + 29.х — 20 = (x - 1). (X? + ax + b) 


Falta apenas determinar os coeficientes a e b de Q(x). Para isso, façamos 
uma simples identidade de polinômios: 


x)-10.x2+29x-20=(x-1).(x?+ax+b) 


Queremos que a identidade acima valha para todo valor de x. 
Usando a Definição 4.2.2, temos que: 


x'-10.x? + 29.х - 20 = x + (a-1).x? + (b -a).x -b 
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-10=a-1 
o 4 29=b-a 
|-20 = 
a=-9 
c 
b-20 


Ou seja: x? - 10.х? + 29.x – 20 = (x – 1).(x* - 9x + 20) 
Concluimos então que as demais raizes de P(x) são raizes do polinômio: 
Q(x) = (х? - 9x + 20) 


Utilizando o método de Báskara para a resolugáo: 


J37- +1 
x2-9x+20=0 < х= Siva Si 


O que nos dá as raizes: 5 e 4. Ou seja, as raizes do polinômio P(x) são: 


14,5 


[Será que existe um jeito mais fácil de obter o 
(polinômio Q(x)? Ou seja, dado que conhecemos uma 
raiz de um polinômio, e fatoramos o polinômio pelo 
método de D'Alembert, existe alguma maneira mais 
¡prática de achar os demais fatores? 


Dado que conhecemos uma das raizes do polinômio P(x), o problema de 
determinar as demais raízes se reduz a encontrar o polinômio que possui os 
demais fatores de P(x). Ou seja, dado P(x) e k como sendo uma de suas 
raizes conhecidas, desejamos encontrar Q(x) tal que: 


Р(х) = (x -k).Q(x) 
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A pergunta do nosso amigo acima é interessante. Ora, Q(x) nada mais é do 
que o quociente da divisão de Р(х) por (x — К). Ou seja, podemos utilizar o 
algoritmo da divisão algébrica. 


Algoritmo de Briot-Ruffini (Redução de Grau de um Polinômio) 


O problema de determinar Q(x) é resolvido por uma simples Divisão 
Algébrica. Porém, existe um algoritmo simplificado para se fazer essa 
“continha” de divisão algebrica por um termo do tipo (x — k). Esse algoritmo 
simplificado é conhecido como Algoritmo de Briot-Ruffini. Tal algoritmo, que 
será detalhado a seguir, é também conhecido como Algoritmo de Redução de 
Ordem do polinômio, uma vez que conhecendo uma de suas raizes, O 
polinômio que possui os demais fatores (Q(x) no nosso exemplo) é um 
polinômio com grau uma unidade menor que o de P(x). Vamos ilustrar a 
divisão com um exemplo: (Р(х) =x?*+2x?-x+3) + (x-2) 


Algoritmo de Briot-Ruffini: 


1° Passo: Escrevemos, da maneira como está escrito a seguir, os 
coeficientes do polinômio dividendo. Abaixo da linha horizontal, à esquerda, 
escrevemos o número k, do fator (x — k) da divisão a ser feita (no nosso 
exemplo, k = 2). O primeiro termo do polinômio dividendo é repetido logo ao 
lado direito de k. 


2º Passo: Multiplicamos o número k (no nosso caso k = 2) pelo primeiro 
número abaixo da linha horizontal (no nosso exemplo, devemos fazer 2.1 = 
2). A esse resultado somamos о próximo termo acima da linha horizontal (no 
nosso exemplo, esse termo também é 2 (chegando, no nosso exemplo, ao 
resultado: 2 + 2 = 4). 
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3º Passo: Procedemos da mesma maneira para o próximo termo. No nosso 
exemplo fica: (2 x 4) + (-1) = 7 , e para o termo seguinte: (2 x 7) + (3) = 17. 


Os números resultantes abaixo da linha horizontal, compreendidos entre a 
linhas verticais são os coeficientes do polinômio Q(x), que agora é 
segundo grau. 


O número ao lado direito da segunda barra vertical é o resto da divisão. 


Ou seja, podemos escrever:P(x) = х? + 2x? - x +3 = (x -2).(x* « 4x +7)+17 


Note que o resultado está coerente com o Teorema do Resto de D'Alembert 
(Resultado 4.3.1) pois: 
Р(2) =2*+2.22-2+3=17 


Exemplo 4.3.d Utilize o Algoritmo de Briot-Ruffini para resolver novamente o 
exemplo 4.3.c. 


Solugáo: 


Novamente, por inspegáo, conhecemos uma raiz do polinómio. 1 ё raiz do 
polinómio, uma vez que a soma dos coeficientes é nula. Ou seja: 


Р(1) = 1° – 10.12+ 29.1-20=0 


Vamos reduzir о grau, por Briot-Ruffini: 


Com isso: Р(х) =(x-1).(x? - 9x +20) 


Seguindo o raciocinio do exemplo 4.3.c, achando as demais raizes: 
Plx)=(x-1).(x-4).(x-5) 
As raizes do polinômio Р(х) são: 


14,5 
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[44 Relações de Girard | 


Vimos na seção 4.2 que existem métodos analíticos para achar as raízes de 
Equações do primeiro grau, do segundo grau, do terceiro grau e do quarto 
grau. Não há métodos gerais analíticos para determinar as raizes de 
polinômios quaisquer diferentes deles (veremos mais a frente alguns outros 
casos particulares, em que poderemos criar métodos específicos para achar 
as raizes, quando estudarmos equações reciprocas). 


Estudaremos agora algumas relações inerentes a cada polinômio que 
auxiliam na busca de novas raizes. Cabe ressaltar que essas relações por si 
só nunca permitirão que encontremos as raizes do polinômio. Elas apenas 
auxiliarão a nossa busca, junto a outras informações conhecidas a respeito 
da equação analisada. 


Antes de enunciarmos as famosas Relações de Girard, vamos primeiro 
definir um termo que será mencionado no próprio teorema, para que a 
compreensão posterior seja facilitada. 


Sejam a, b, с, d,... raizes de um polinômio. Definimos como somas de Girard: 


Sg=a+b+c+d+.. 
52 =ab+ac+..+bc+bd+...+cd+.. 
S% = ab.c + ab.d + b.c.d +... 


O indice numérico associado a cada soma nos diz o número de termos 
agrupados em cada parcela da soma. Ou seja, a soma de indice 1 de Girard 
(leia-se "S um de Girard”) é a soma das raizes tomadas uma a uma. A soma 
de indice 2 é a soma das raizes tomadas duas a duas, e assim por diante. 


Relações de Girard 
Dado um polinômio: Р(х) = a, x^ + a, 00 +...+a,x + ay é valido que: 


E Zn 
FE 


n 


Resultado 4.4.1 


Não demonstraremos ainda as relações de Girard. Daremos uma noção 
intuitiva da demonstração desse resultado, para os casos de polinômios de 
grau 2 e 3, e a demonstração será pedida no Exercicio de Fixação 4.7 na 
forma de Indução Finita (veja a resolução no capitulo 7). 
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Para o polinômio do segundo grau P(x)=ax?+bx «cde raízes m, n, 
podemos fatorar: 
ax?+bx +c=a(x-m).(x-n) 
=a(x?-mx-nx+mn) 
=a.(x:-(m+n)x+mn) 


= ax*- a[S5 ) x +а.(56) 


Note que as Relações de Girard são verificadas para polinômios do 2º grau. 
t 


| Para o polinómio do terceiro grau Р(х) = ax? +bx? + cx dde raizes m, n, p 
| podemos fatorar 


a.x? + b.x2 + c.x +d = a (x - т). (х — n).(x - p) 
=a(xX-mx-nx+mn).(x-p) 
= a.(x° — х2р — M.x? + m.p.x —n.x2 + n.p.x +m.n.x = тпр) 


=a(x-(m+n+p)x+(mp+np+mn)x-mnp) 


z aX? a(S; ).x* « a. (S ).x - a (S8) 


Verifica-se então, também, para o polinômio do 3º grau o resultado 4.4.1. O 
modo como foram encaminhadas tais verificações já deixa a noção de como 
proceder para demonstrar o caso geral com o processo de indução finita. 
Vejamos como as Relações de Girard podem ser úteis, nos seguintes 
exemplos: 


Exemplo 4.4.a Determine as raízes do polinômio Р(х) = xº-15x?+ 66x - 80 
sabendo que as mesmas se encontram em Progressão Aritmética. 


Solução: 


= _ _ N TH 


—a 
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Como as raizes estão em progressão aritmética, podemos dizer que são do 
tipo: 

а-го, a+r 

Das relações de Girard para o polinômio, obtemos: 
[SG =(«-г)+ (0) + (и+г) 2152 Зо = 15 ~ 0-5 
E =(0-1).(a).(a+r) 80 >a(a-r)=80  r=3 
De onde segue que as 3 raizes são: 


Exemplo 4.4.b Para o polinômio Р(х) =x! – 5.x? + 9х2 -8 determine a 
soma dos далаш" das suas raizes. 


mera ——————————— n mam - q 


Não sabemos o método prático de determinar as raizes do polinômio do 4º! 
grau dado. Porém, para calcular a soma dos quadrados delas não é preciso; 
que as conhegamos individualmente. Sejam a, b, c, d essas raízes: 


Das relações de Girard para.o polinômio, obtemos: | 
1% =(a+b+e+d)=5 
| S% = (a.b + b.c + ac + a.d + b.d + c.d) =9 
j 
| 
1 
| 
| 
i 


(а+6+с+ 0)? = аё+ р +25 02 +2. (abracrad+be+bd+cd) 
Teremos: 


a? +b? +c? + 4 =(a+b+c+d)?-2.(ab+a.c +ad+ b.c + b.d + c.d) 


Sh=5 9-9 


| Levando em consideração que: 
| 
1 
| 
| 


L a? +b? +c? +? = 


OBS: Note que, no exercício anterior, calculamos a soma dos quadrados das 
raizes do polinômio, sem conhecermos as mesmas, ou sequer sabermos se 
as raízes eram reais puras ou não. De fato, o resultado de Girard é geral, e 
não faz essa distinção, nos permitindo aplicá-lo para qualquer polinômio de 
coeficientes complexos. 
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Vimos a prova no Exercicio de fixação do primeiro capítulo (Exercício 1.23), 
de que, se um polinômio de coeficientes reais admite uma raiz complexa com 
parte imaginária não nula, então seu conjugado também será raiz. 


Tal afirmativa é confirmada intuitivamente pela aplicação das Relações de 
Girard. Sendo uma raiz de um polinômio de coeficientes reais do tipo a + bi, 
como a soma de todas as raizes deve ser real, deverá existir também uma 
raiz complexa com o termo ( - bii ) presente para que haja o cancelamento 
dos termos imaginários, 


Como o mesmo deve acontecer para o produto, e sabemos, da teoria dos 
complexos de que o produto de dois conjugados é um real puro, о Teorema 
provado no Exercicio 1.23 torna-se bastante intuitivo. 


Teorema 
Dado um polinômio de coeficientes reais. Se o mesmo polinômio admite uma 


raiz complexa com parte imaginária não nula, então seu conjugado também 
será raiz. 


Teorema 4.4.1 


Um raciocinio análogo pode ser feito para um polinômio de coeficientes 
racionais, admitindo uma raiz irracional. Toda raiz irracional pode ser escrita 


da forma a+b, e pelo mesmo raciocinio de cancelamento da parte 
irracional, segue o seguinte resultado: 


Teorema 
Dado um polinômio de coeficientes racionais. Se o mesmo polinômio admite 
чта raiz irracional do tipo a + vb , então a- vb também será raiz. 


Teorema 4.4.2 


Exemplo 4.4.c O polinômio x? – 9.х* «22x? – 14.x? +21.x-5 possui como 


duas de suas raízes os números i e 2443. Determine as demais raizes 
desse polinómio. 


Solução: 
Note que o polinômio dado tem coeficientes reais e racionais. Dos teoremas 
4.4.1 e 4.4.2, sabemos que também são raizes do polinômio: -i e 2— J3 


Já conhecemos, então, quatro das cinco raízes do polinômio. Sendo k a raiz 
desconhecida, e com o auxilio da relação de Girard, temos que a soma de 
todas as raízes será: 
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Й+ИЙ+|2-%%)+[ 2+ 08) +k=S6=9 


ra 


Exemplo 4.4.d (ITA 2006) Considere o polinômio: P(x)=x?+a.x?+x +1 


com raizes reais. O coeficiente a é racional e a diferença entre duas de suas 
raizes também é racional. Nestas condições, mostre que é verdadeira a 


afirmação: “Se uma das raizes de P(x) é racional, então todas as suas raizes 
são racionais.” 


Solução: Sejam a, B e y as raizes do polinômio, e a a raiz racional da 
hipótese da afirmativa. Do enunciado, temos dois casos possíveis: 


l) a-B-qeQ 


Nesse caso, temos: B = a - q que será a diferença entre dois racionais, e, 
portanto racional também. 


A terceira raiz será racional também, uma vez que se fosse irracional, 
sua raiz conjugada (irracional) deveria ser também raiz (teorema 4.4.1), о 
que não é possivel. Logo todas as raizes são racionais! 


Ш 1-P=q, «0 


Das relações de Girard, temos que a soma das raizes é racional, e, como 
a é racional, temos que y +B = q, €Q . Segue que: 


p= A eQ 


Q1 +92 
z Q: 2 


Ou seja, é verdadeiro afirmar que se uma raiz é racional, todas também são. 


Exemplo 4.4.e (IME 2004) Considere o polinômio x° + ax + b de coeficientes 
reais e constante b não nula. Sabendo que suas raizes são reais, demonstre 
quea< 0. 


Solução: Sejam т, п е р as raizes do polinômio. 
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m+n+p=0 
mn+np+mp=a 
mnp=-b 


Da ultima equação acima, como b é não-nulo, temos que nenhuma das 
raizes poderá ser 0 uma vez que o produto delas é nào – nulo. 


Note o que acontece se elevarmos a primeira equação ao quadrado: 


(m+n+p)?=m+n2+p?+2.(mn+mp+np)=0 
a 
m? +n? + р? 
EIS E 


= а= 


Como m, n, p são reais, temos que a soma m?+n?+p? é positiva, e, com 
isso, a deverá ser necessariamente menor que zero. 
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4.5 Teorema de Newton 


Antes de enunciarmos o teorema de Newton, vamos primeiro definir um 
termo que será mencionado no próprio teorema, para que a compreensão 
posterior seja facilitada. 


Sejam a, b, c, d,... raizes de um polinômio. Definimos como Soma de Newton 
('S" de Newton), a seguinte soma: 


S, =a bh «ch +d" +... 


Teorema de Newton 
Dado um polinômio: Р(х) = a, x" +a 4.x^^! +...+ aX + ag é valido que: 
n п-1 1 o 


аЗ, 4 a, 4S, 4. 8,9, y 489.4 = 0 


Resultado 4.5.1 
Demonstração: 


Demonstraremos o teorema 4.5.1 para um polinômio de grau 3. 
A demonstração para graus maiores é exatamente análoga. 


Seja: Р(х) sax? «bx? +cx+d com raizes о, B, y. Como são raizes, 
segue: 


P(a) = a? +ba? +са += 0 
P(B)-ap? +bp?+cp+d=0 
P(y)say) «by* + су+а= 0 


Multiplicando as equações, respectivamente por с *-2, pt-2, y"? temos: 


ag? 3 + b. 2*+k-3 + са”? + dat? = 0.a"? =0 
agito? +b. 23 pept + d.p*? = 0.8 k-3 0 


aj493 +b. 213 " cy" 4 d.y*? Es 0.y к-з _ 0 
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aaf +. + cat? eda? = 0 
арк +81 + ept? «dg*? -0 
ay + by ecy*? «dy*? = 0 


>: 


Se somarmos membro a membro as 3 equações teremos: 


а (о + р“ +y“ )+b. (at +p + Y^) 
S, S. 
«c. (a? +В? + ya) + dar? £p? + ү) =0 


Sk-2 Sk-3 


mena se Sas. 


Exemplo 4.5.a Sendo a, b, с, d as raízes do polinômio x* -5x242x+1=0, | 
i i] 
| determine a soma | a^ +6“ «c* «d^ . | 


| Solução: A soma pedida é justamente 8; (leia-se "S quatro де Newton”). ; 

Pelo teorema de Newton (4.6.1), temos: | 
(54) + 0.85) - 5.(S;) + 2.(S¡) + 1(S5) = 0. 

i Calculando as demais somas de Newton necessárias: 

| S; =a2+b2+c2 + d 

=(a+b+c+d) -2.(ab+ac+ad+bc+bd+cd) 

2 

| -(st) -2.(83) = (0)* -2.(-5) = 10 

| (Si) = a+b+c+d = (Sh) = 0 

| (Sy) = а0 +60 «c9 + 00 = 4 


, Substituindo na expressáo de Newton: 


(5%) + 0(85) - 5x10 + 2x0 + 1x4=0 


S, = а“ « b^ « c^ +d = 46 


| 
| 
| 
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OBS Importante: Note que o teorema de Newton não estipula que valor de k 
deverá ser usado para iniciar como acompanhante do primeiro termo do 
polinômio. A escolha é arbitrária (verifique a demonstração). Ou seja, na 
questão resolvida acima, poderíamos ter calculado a soma pedida, partindo 
da seguinte (também verdadeira) expressão do Teorema de Newton: 


S; 4055-59, «294 41.8; =0 


Obviamente, haveria grande desvantagem em fazer isto, uma vez que 
calcular S; nào é tão prático, a priori. Essa arbitrariedade de podermos 


começar a expressão de Newton com qualquer valor de k permite que, com 
certa facilidade, calculemos outras somas. 


Neste caso, por exemplo, como já conhecemos o valor de S,, poderemos 


obter facilmente o valor de S; usando a expressão da forma que colocamos 
acima. 


Exemplo 4.5.b (IME 2003) Resolva novamente o exemplo 4.4.e. Considere o 
polinômio x?+ax+b de coeficientes reais e de constante b nào nula. 
Sabendo que suas raizes são reais, demonstre que a « O. 


F Solução: Para o polinômio, pelo Teorema de Newton, podemos escrever: 
(S5) + a.(Sp) + Ь.(5`,) = 0 


Sendo т, п, р as raízes do polinômio, temos: 


1 

(m2+n2+p?)+a(mº +n? +pº)+ [+ LI. 0 

pras алва), 
m.np 


ЕЗИ 
= (темене) +a sb] SS |=0 
> (m?+n?+p?)+a.3 +b. (2)=0 

vb) 


m? «n? + p? 
2 


=a=- 


Como m, n, p são reais, então m?- n? + p? > 0 e com isso, a < 0. 


OE ПЗЕ „т. —] 
Bossa tao сесли 2ш... saio ж... Mo ri "== — => A — тыбы И: 
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4.6 Teorema de Girard 


Existe uma segunda forma distinta de determinar o valor dos somatórios de 
Newton de maneira prática. O resultado que mostraremos a seguir é 
conhecido como Teorema de Girard e tanto sua aplicação quanto "conhecer" 
sua demonstração podem ser úteis em provas de IME/ITA (principalmente do 
IME). É comum o IME pedir a demonstração de teoremas famosos em suas 
provas (como aconteceu na prova de 2005 em que o IME cobrou a 
demonstração do Teorema de Newton, da seção 4.5). De fato, a 
demonstração do resultado a seguir não exige conhecimentos extraordinános 
do aluno e poderia muito bem ser cobrada em uma eventual prova de 
concurso. Portanto, sugerimos atenção tanto ao resultado quanto à sua 
demonstração; 

т AA -— 


Teorema de Girard 


Dividindo-se (utilizando o método algébrico) a derivada de um polinómio РЬ)! | 
pelo polinômio original, obtém-se um quociente resultado, do tipo: | 


! Onde S, S, 5), .... são as somas de Newton definidas na seção 4.5. 


Resultado 4.6.1 


2monstraçao 

eja Р(х) um polinômio de grau n com raízes: X4, X>...., x, - De acordo com o 
resultado 4.3.2 podemos fatorar P(x) como: 

Р(х) =a.(x-x;).(x-x2).(x-X3).....(x-xp) (Eq. 1) 

Esta divisão não está inteiramente de acordo com a definição 4.3.1 de 
Divisáo de Polinómios uma vez que o grau do divisor P(x) é maior que o grau 
do dividendo P'(x). Náo nos interessa avaliar o o polinómio quociente em 
alguns valores de x, mas sim, determinar os coeficientes dessa “divisão”. Ou 


seja, a principio, o resultado independe dos valores de x a serem assumidos 
pelos polinômios. 


Para efeito de rigor matemático, consideremos que essa divisão é feita para 
valores de x que garantirão uma condição necessária para a convergência 
mais a diante na prova: 


Ix] >|х, | <1 


Xk 
x 
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Apliquemos a operação “log neperiano (In)" em ambos os lados da igualdade: 
InP(x) = In[a (x — x ).(x - x2 -(x- ху).....(х—х„)] 


=InP(x) = Inļa| +In(|x - x,|) + In([x — x2]) +... +In(|x - х.) 


Ao fazermos isso devemos ter cautela. Como a Equação | deve valer para 
todo x real pode ser que o polinómio assuma valores negativos, o que nào 
permitiria a aplicação do logaritmo. Isso acontecerá sempre que x for menor 
que um número impar de raizes de Р(х), resultando em um número impar de 
parcelas negativas (x — xy). 

Nesse caso, será sempre possível multiplicar ambos os lados por -1, e 
rearranjar os sinais das parcelas do lado direito, de modo que ambos os 
membros da equação sejam positivos, e o lado direito da equação seja 
composto apenas de parcelas positivas. Visto isso, seguiremos a 
demonstração para o caso em que as parcelas (x — xx) são positivas (a 
demonstração, caso contrário, é exatamente análoga tendo feita a alteração 
mencionada acima). 


їпР(х) = In[a| + In[x – x,| + In)x— хә |+... +In|x — xp] 
Derivando a equação acima com relação a x: 


-0 
d d d d d 
ax nPo9] = — (а) ean be inb xo een ren | l 


P'(x) 1 1 


x K = X. х-х X-X 
1 2 n 


(Eq. II) 


Vamos dar uma arrumada nos termos à direita na equação li. Para cada 
parcela da direita, podemos escrevê-la da seguinte forma: 
1 1 1/x 


x-x (хк) (4. 
1 х х 
Voltando na equação 11: 


Po K A K 


> ——=—— + ——+..+——— (Eq II) 
P(x) (1-2) 1-22) (1-2) 
х х х 


Note agora, que cada parcela do lado direito da igualdade acima se parece 
muito com uma soma de PG infinita. Vale relembrar que: 
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a 
a+aq+aq +... = — € |ч|<1 
1-а 
(Soma де PG.) 


Ora, mas cada parcela da igualdade da Equação Ill se assemelha bastante 
com o valor da soma de uma Р.С. infinita. 


eg 


A condição de convergência da Р.С. infinita (|q|<1) é satisfeita, pois foram 
tomados os valores de x tais que: 


X 


|х| >]х,| = <1 


Ou seja, podemos reescrever a equação Ill como: 


T dE 


Xx xtX 


Arrumando: 
n 
(2.2, ¿Mila Xn). A la 
Р(х) ix x x x x? x? xor net x" 
n lermos 
. S 


Para melhor compreensão das propriedades de logaritmos usadas, consulte 
um livro de álgebra de ensino médio. 


Curiosidade Histórica 


As relações de Girard vistas na seção 4.4 deveriam ser creditadas a Newton, 
que foi o primeiro a estudá-las no seu trabalho de pesquisa sobre polinômios. 


O verdadeiro teorema de Girard é o que acabamos de mostrar (Resultado 
4.6.1). 
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Exemplo 4.6.a Resolva novamente o exemplo 4.5.a, verificando a validade 
do Teorema de Girard. 


Solução: Sendo a, Б, с, d as raizes do polinômio Р(х) dado, queremos 
determinar a soma: а“ + 64 + c^ + d^. 


Р(х) = х4 -5.x?+2x+1 > PUx)=4x-10.x+2 


Realizando a divisão algėbrica: 


4x! -10.x +2 |х* -5.x* «2x +1 
-4x) + 20.x E 2.49. Е РИ 
x x X»? x x 
10.x-6-— 
x 
ложа 80.20.10 
x! x 
x x x 
30 12 6 
poop er 
46 50.2 6 
3 4 


46 230 92 46 


x Xx x Xx 


Do resultado da divisão temos que o quociente, pela comparação do 
resultado 4.6.1, é tal que: 


E M S: UL О M 
x x° x 


-—+—+... E 
x x x 


Da comparaçào acima, segue que: 


S} = а « b* «c^ + d* = 46 
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Que está coerente com o resultado obtido no Exemplo 4.5.a. 


Exemplo 4.6.b Resolva novamente o exemplo 4.5.b, verificando a validade 
do Teorema de Girard. 


Solução: 
Sendo т, п, р as raizes do polinômio dado, temos: 


Р(х) = xivax«b > P'(x)-3x?«a 


Fazendo a divisão algébrica: 


3x? +a x +ax+b 
sp CER 32а 
і x x х? 
“2a - P 
2 
2a 28 ¿22b 
x x? 


Com o resultado 4.6.1 segue que: 
2 2 2 
m? +n? +p? = -2.a < a LE 


Como m, n, р são números reais náo-nulos, temos que a < 0, o que está 
coerente com o resultado do exemplo 4.5.b. 


É bom saber que existem várias > 
erramentas diferentes para atacar umá) 
de mesma questão! — 
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4.7 MDC de Polinômios e Raízes Comuns | 


Um problema que tem se mostrado com certa reincidência nos concursos do 
IME e do ITA consiste em determinar as raizes comuns entre dois dados 
polinômios. Estudaremos a solução desse tipo de problema a seguir. 


O Resultado 4.3.2 nos mostrou que um polinômio de raízes a, G, Az, .... On 
pode ser fatorado como: 


P(x) = a.(x- a,).(x- «5).(x- &5)....(x- 0p) 


Podemos fazer uma analogia entre polinômios e números inteiros, que 
podem também ser fatorados de maneira semelhante quanto aos seus 
fatores primos. 


Ex: 
140 = 22.5.7 
1108 = 22.35 


| 


Determinar о МОС entre dois números equivale a determinar o maior número 
que divide ambos exatamente (ou ainda, determinar o número que possui о 
maior numero de fatores primos comuns com os dois números dados). 
Seguindo nossa analogia, determinar o MDC entre dois polinômios equivale a 
determinar o polinômio de maior grau que divide ambos os polinômios 
exatamente (ou ainda, determinar o polinômio que possui o maior número de 
fatores comuns com os dois polinômios dados). 


MDC 
Dado dois polinómios P(x) e Q(x). O MDC entre P e Q será o polinómio M(x) 


de maior grau tais que P(x) e Q(x) são divisíveis por M(x). 


Definição 4.7.1 
Um resultado importante e imediato dessa definigáo é citado a seguir. 


Raizes Comuns: As raízes comuns entre dois polinômios Р(х) e Q(x) serão 


as raizes do polinômio МОС entre Р е О. 


Resultado 4.7.1 


126 Matemática em Nível IME/ITA 


a determinação do MDC entre dois 


Será que existe algum algoritmo para 
polinômios de forma simplificada? 


Ж. 


Voltando à nossa analogia com os números, lembremos um famoso algoritmo 


de determinação do MDC entre dois números, tomando como exemplo os 
números 3060 e 2856. 


Algoritmo numérico (Método de Euclides): 


1º Passo: Dividimos o maior dos dois números pelo menor deles, obtendo um 
resto da divisão. 


3060 12856 
Resto: 204 1 


22 Passo: Dividimos o divisor da primeira divisão pelo resto da mesma, 
obtendo um novo resto. Este passo é repetido até que o resto obtido seja 0. 


Isso acontece justamente na primeira execução desse passo no exemplo 
usado. 


2856 204 
Resto: 0 14 


3º Passo: Quando a divisão realizada der resto zero, o MDC aparece na 
posição do divisor da última divisão. De acordo com o nosso exemplo: 


MDC (2856, 3060) = 204 


Usando um algoritmo exatamente análogo podemos determinar o MDC entre 
dois polinômios. Como exemplo, vamos determinar o MDC entre os 
polinômios 

Р(х) = х5 + х“ ex? + х2 +1 

Qu) = х“ -1 
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Algoritmo Polinomial (Método de Euclides para polinômios): 


1º Passo: Dividimos o polinômio de maior grau pelo de menor, obtendo um 
resto da divisão. 


4 
х°+х®+х?+х?+х+1 | х°-1 


-х° +х x +1 
x* ex? +х?+2х+1 
-x* +1 


X? + x? +2x+2 


2% Passo: Dividimos o divisor da primeira divisáo pelo resto da mesma, 
obtendo um novo resto. Este passo é repetido até que o resto obtido seja O 
Isso acontece justamente na primeira execução desse passo no exemplo 
usado. 


x^ -1 x + х? +2х+2 
-x*-x?-2x*-2x x-1 


-x5-2x?-2x-1 


x? +x? +2x- 2 


-x? +1 
X! x? +2x+2 -x* «1 
-x° +x -x-1 
x2:3x+2 
-x? +1 
3x +3 


OBS: Antes da próxima divisão, que seria entre -x?+1 e Зх + З podemos 
evidenciar o 3 no divisor para facilitar as contas, sem alterar nosso resultado. 


-X* +1 | x+1 

x? + x =x-1 
x+1 
=x-1 
0 
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Chegando ao resto nulo, temos que o divisor da última divisão é o MDC entre 
os dois polinômios originais. Sendo assim: 


MDC (x +x «x? + х2 «x +1 xt 1 )=x+1 


Podemos ainda aproveitar o MDC obtido e dizer que as raízes comuns entre 


os polinômios P(x) e Q(x) serão as raízes do polinômio MDC. No nosso caso, 
a raiz comum será, então, -1. 


Polinômios primos entre si: 
Se alguma divisão chegar a um resto igual a uma constante não nula, os 


polinômios não possuirão fatores comuns, sendo assim ditos polinômios 
primos entre si. 


Definição 4.7.2 


Muitas vezes o algoritmo do MDC não será necessário para determinar as 
raizes comuns entre dois polinômios. Se soubermos que eles possuem 
raizes comuns, dependendo da questão, em alguns casos, é possivel 


determinar as raizes com uma manipulação algébrica. Veja o exemplo 
abaixo. 


Exemplo 4.7.a Determine a(s) raizes comuns entre os dois polinômios: 


[P069 = х?-3х®+х-3 
[О(х) = xi - x2 « x-1 


solução: Vamos supor que haja, de fato, pelo menos uma raiz comum entre 
P(x) e Q(x). Sendo 'k' esta raiz, podemos escrever: 


[e -3k*-k-3-0 
[k^ -k? -k-120 


Temos um sistema simples na variável 'k'. Subtraindo a 1* equação da 2º, 
teremos: 


2k?+2=0 + k=ti 
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Ou seja, Í e — i atendem simultaneamente às equações de Р(х) e Q(x). Note 
que, de fato: 


Como o polinômio é do 3º grau, e seus coeficientes não são idênticos, а 3º 
raiz de cada um deles, não será comum (se quiséssemos, poderiamos 
determiná-las utilizando o Algoritmo de Briot-Ruffini!). 


Ou seja, as raizes comuns entre P(x) e Q(x) são: 


Exemplo 4.7.b Sabendo que P(x) e Q(x) possuem 2 raízes comuns, 
determine todas as raizes de cada um deles. 

Р(х) = х* —3x3 - х +3 

Q(x) = x* – 15.х3 +65. x? -105.x +54 


Solução: Recorrendo ao método anterior vamos chamar de 'К' uma das 
raizes comuns, de tal forma que possamos escrever 


kf -3k3 -k «3-0 
k* -15k? +65k? -105k + 54 = 0 


Subtraindo a segunda equação da primeira, teremos: 
12k*-65k?*+104k-51=0 
A priori, não sabemos um método geral para resolver tal equação do 3º grau. 


Porém, devemos estar atentos e notar que a soma dos coeficientes do 
polinómio acima é nula. Ou ainda, que 


12(1)º- 65.(1)2+104.(1)-51=0 
Ou seja, k = 1 é uma raiz. Descobrimos uma das raizes comuns a P(x) e 
Q(x). A outra será uma das outras duas restantes no polinômio em k. 
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Podemos reduzir o polinômio do 3º grau em 'k', pelo Algoritmo de Briot — 
Ruffini. 


12k? - 65k? +104.k - 51- (k- 1).(12k? - 53.k + 51) 


Determinando as demais raizes do polinômio em 'k', pelo método de 
Báskara. 


eu 17 
12k2-53k+51=0 e к "5324535 -4.12.51 _„ ou — 
24 12 


Interessa a nós qual dessas duas é raiz comum a P(x) e a Q(x). Substituindo 
nas expressóes de P e Q, verifica-se que: 


P(3) = (3)! -3.(3)” -(3)+3=0 
Q(3) = (3)* -15.(3) + 65.(3)? -105.(3)+ 54 = 0 


Conhecemos duas raizes de P(x) e duas raizes de Q(x). Para determinar as 


demais raizes de cada um deles, devemos reduzi-los pelo algoritmo de Briot- 
Ruffini, individualmente. 
Para P(x): 


Ou seja, podemos fatorar Р(х) como: Р(х) = (x -1).(x -3).(x* + x +1) 
As outras duas raízes de P(x) serão as soluções de: 

X* ^x «120 
Ou ainda, temos que todas as raizes de Р(х) serão: 


13, -1«i 3 24 | 
2 2 
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Para Q(x): 


1 -15 65 -105 54 


Ou seja, podemos fatorar Q(x) como: 
Q(x) = (x-1).(x-3).(x?-11.x +18) 


As outras duas raízes de P(x) serão as soluções de: 
х? -11.x +18 


Ou ainda, temos que todas as raizes de Р(х) serão: 


13,29 


4.8 Raízes Múltiplas 


Definição: 
Dizemos que uma raiz k é uma raiz múltipla de um polinômio P(x) quando ela 
é raiz de P(x) e também raiz do seu quociente da divisão de P(x) por (x-k). 
Ou ainda, quando Р(х) possui o fator (x-k) mais de uma vez em sua 
fatoração. O número de vezes n em que aparece o fator dirá a ordem de 
multiplicidade da raiz (se n = 2, trata-se de raiz dupla, sen = 3, raiz tripla, e 
assim em diante). 


Definição 4.8.1 


Exemplos: 


O é raiz dupla de Р(х) = x? = (х -0).(x - 0) 
1 é raiz tripla де Р(х) = x? -3x? + Зх - 12 (x - 1). (x —1).(x - 1) 


Vamos supor um polinómio, sem perda de generalidade, com uma raiz 
múltipla de ordem n e demais raízes quaisquer. 

Р(х) = (х-К)".О(х) 
A expressão acima representa tal polinômio onde Q(x) contém os demais 
fatores devido às outras raizes de P(x). 
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Derivando a expressão de P(x) com relação a x (devemos nos atentar que o 
membro direito trata de um produto de funções dependentes de x): 


P'(x) 2 n.(x К)" Q(x) + (x - K)^.Q'(x) 


Evidenciando alguns termos comuns: 
Р(х) = (x- Ky"  [nà09 (x -k).a'69] 


Chamando n.Q(x) + (x -k).Q'(x) = О, (х), temos: 


P'(x) = (х-к), (x) 


Resultado: 


Se P(x) possui uma raiz k com multiplicidade de ordem n, entào k será raiz de 
P'(x) com multiplicidade de ordem n — 1. 


Resultado 4.8.1 


Ou seja, se soubermos que um polinómio possui raiz dupla, a tarefa de 
descobrirmos tal raiz é facilitada ao pesquisarmos seu polinômio derivado. A 
tarefa é facilitada pelo fato de que o polinômio derivado será sempre de grau 
uma unidade inferior ao grau do polinômio original. 


Exemplo 4.8.a Sabendo que P(x) possui uma raiz dupla determine todas as 
“aizes de cada um deles. 


Р(х) = х? -7x* + 16x - 12 


:»0lucáo: Sabemos que P(x) possui raiz dupla. Pelo resultado 4.8.1, 
sabemos que esta raiz está entre as raizes do polinômio derivado. 
Pesquisemos então as raízes de P'(x). 


Р(х) = 3x? —14x +16 


Resolvendo a equação do segundo grau: 


2_ 
Р(х)=0 > х = 144714 –4.3.16 _ 8 


6 3 
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Ou seja, de acordo com o resultado 4.7.1, a raiz dupla de P(x) deverá ser ou 
2 ои 8/3. 


Por inspegáo vemos que x = 2 é raiz de P(x) e, portanto será a raiz dupla 
procurada. Para achar a 3º raiz do polinômio, basta reduzirmos o grau do 
mesmo pelo algoritmo de Briot-Ruffini. 


Р(х) = (x - 2)?.(x-3) 


Raízes de P(x): — —  — 
2 (raiz dupla), 3 


Exemplo 4.8.b Mostre que o polinômio abaixo não possui raízes múltiplas. 


2 3 2007 
Pg) = SE A x 
1 2! 3! 2007! 


Solução: Vamos derivar P(x) em relação a x: 


1 2x Зх? 2007 x?006 x x? x 
———— = jde—-4l- 


Е ЕЁ, +... + ... + 
1 2! 3! 2007! 1 ^ 2! 2006! 


2006 


Suponhamos, por absurdo, que exista uma raiz 'k' múltipla deste polinômio. 
Se k é raiz múltipla, pelo resultado 4.8.1, ela será raiz de P(x) e do polinômio 
P'(x). Ou ainda: 


кок? к2006 2007 
Теж vasa D k 2007 

T 2! 2006! 2007! 3 Р" 
| кок? y 2006 20071 
14 = = +... + = 
L 1 2! 2006! 


Ora, então para que isto ocorra, a raiz deverá ser 0, o que é um absurdo 
pois Р(0) = 1 . Por absurdo, fica provado que P(x) não possui raizes 
multiplas. 
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Exemplo 4.8.c (IME 2007) Encontre o polinómio P(x) tal que Q(x) é um 
polinómio do 6* grau, e que: 


Qu) +1=(x-1 Р(х) e О(х) +2 = х*.Т(х) 


Solução: Do enunciado, sabemos que Q(x) é um polinômio do 6º grau, 
divisível por x^. Podemos escrever: 


О(х) +2=xº.(ax?+bx+c) 


Além disso, sabemos que o polinômio Q(x) + 1 tem 1 como raiz tripla. Desta 


forma, pelo resultado 4.7.1, sendo M(x) = Q(x) + 1, teremos que 1 é raiz de 
М(х), М(х) e M'(x). 


M'(x) = 6.a.x + 5.b.x* + 4.c.x3 
M(x) = xº.(ax2+bx+c)-2+1 > | POI GAK EI DAE PREK 
\м“(х) = 30.а.х* + 20.b.x? + 12.с.х? 


Como М(1) = M'(1) = M”(1), segue o sistema: 


assay 
6a+5b+4c=0 „а= 10; b 
PA 206312600 


= 24; с = 15 


Com isso, conhecemos Q(x) = 10.х6 -24 x? +15x% — 2 


Para encontrar P(x), nos resta uma simples divisão: 
6 5 4 
P(x) = Q(x)+1 ы 10.X? -24. +15.x" -1 
(x-1)° (х-1)? 


Essa divisão pode ser efetuada, por exemplo, pelo algoritmo de Briot-Ruffini: 


|. Р(х) 210.x2 «6 x? + Зх +1 
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2º Solução: Há ainda uma segunda solução, um tanto quanto elegante. 
utilizando os conceitos desta seção. 


Q(x) «1» (х – 1)? Р(х) e Q(x) +2 = x*T(x) 


Derivando as equações do enunciado com respeito à variável x, chegamos a: 
Q'(x) = 3.(x - *. P(x) + (x- 1° Р'(х) 
= (х-1)°[3.Р(х) +(х-1),Р\(х)] 
=(x-1)2.M,(x) 


[e 24 x*T(x) + x*T'(x) 
= x? [4.TG) = T'(x)] 
| = х®.М,(х) 


Ou seja, concluimos que x? e (x - 1)? são fatores de Q'(x). Como Q(x) e do 6º 
grau, Q'(x) é do 5? grau. Temos, então, ainda, todas as raizes de Q'(x). 


Q'(x) = a.x?.(x -1)2 =a (х5 -2x% + x3) 
Para voltarmos a Q(x), basta integrarmos Q'(x) com respeito a x: 


QU) = [Q'09.dx = a 


х 2% хе 
6 5 


Das equações (i) e (ії), segue que: Q()=-1 е О(0) = – 
А partir даі, tiramos as constantes да expressão de Q(x). 
Б =aC=-2 
[oma a. (2-2-4 i «c]--: 


Com isso: Q(x) = 10.xº — 24.х° + 15.x* - 2, e com isso, novamente: 


р(х) = 90051. 1035 - 2435 &15x* -2 a5 бугаз 
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| 4.9 Exercícios de Fixação | 


4 3 + p.x? +x+q сот p, q sendo reais. Determine todas as 


raízes do polinômio. 


| polinômio x 


Exercício 4.2 (IME/ITA) Mostre que é racional: 


32 + J5 + 32- 5 


| 
| 
| 
Exercício 4.3 (ITA — 2003) Sejam а, b, с, d constantes reais. Sabendo que a | 
divisão de x%+ ax? +b por x? +2x+4 ё exata, e que a divisão de | 
xº+cx2+dx-3 por x?-x42 tem resto igual a — 5. Determine o valor de 
a+b+c+d. 
ч 
| 
i 
l 


Exercício 4.4 (IME) O polinômio P(x) de grau 2n + 1 tem todos os seus 
! coeficientes iguais a 1. Ao dividimos Р(х) por D(x) do 3º grau encontramos о 
| resto R(x). Sabendo que as raízes de D(x) são distintas e são raízes de 
х“ -1 e D(1) é não nulo, determine R(x). 


Exercicio 4.5 (IME-1979) Resolva as equações abaixo sabendo-se que a 


primeira tem uma raiz cujo valor é o triplo do valor de uma raiz da segunda. 


[xº-7.xº-204x+1260 = 0 
|x3 -15.x2 - 394x +840 = 0 


Exercício 4.6 (IME-1983) Determine os valores de m para os quais as raizes 


da equação biquadrada abaixo sejam reais e estejam em progressão 
aritmética. 


0 


x* - (3m+5)x2+ (m+ 1)? 


| Exercício 4.7  Demonstre as relações de Girard (Resultado 4.4.1) pelo | 
processo de Indução Finita, 
| Exercicio 4.8 (IME - 2006) А Considere o polinômio: 
х5 - 3.x* -3x)427x2-44x+30 


і 
і Sabendo que o produto de duas de suas raizes complexas é igual a 3 – ie 


que as partes reais e imaginárias de todas as suas raízes são inteiras e não- 
| nulas, calcule todas as raízes do polinômio. 


c 
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Exercicio 4.9 (IME) Sem resolver a equação, calcule o valor do somatório 
dos inversos dos cubos das raizes (para m inteiro maior que zero). 


mxº+8.x)-139x2-18x+9=0 


Exercicio 4.10 Determine as soluções da equação abaixo dados que uma 
das raizes é igual à soma das outras duas. 36.x” -12.x?-5x+1=0 


Exercicio 4.11 (IME - 1995) Y” Determine o valor de b para que o polinômio, 


de coeficientes reais, x! + а.х? + b.x2 +c.x + d tenha quatro raizes náo-reais, 
duas somando 3 + 4.ie as outras duas com produto 13 +1. 


Exercício 4.12 (IME — 2006 adaptada) Seja р(х) um polinômio do 5º grau 
com coeficientes inteiros (sendo o coeficiente do termo de maior grau 
unitário). Sabe-se que as cinco raizes de p(x) são números inteiros positivos, 
sendo quatro deles pares e um impar. O número de coeficientes pares de 
р(х) é? 
Exercício 4.13 Mostre que a fatoração a seguir é válida. 

(1x xt x) 24e 2x + 3x? + 4х3 23x! + 2xŠ + xŠ 
Exercício 4.14 (IME - 2003) € As raizes distintas do polinômio a seguir são 
21...21. P(X) =х+2.х? +30 +...+ 23.х®9 + 24.х?° + 23.х29-..+х°” 
Seja b, a parte real de z,? . Determine o valor da soma: |b,|+|b,|+...-|b,) 


Exercício 4.15 (IME - 2000) Determine todos os nümeros inteiros m e n para 


os quais o polinômio 2.x” + a?^ xm-3n _ а" é divisivel por x + a, onde a é 
não-nulo. 


Exercicio 4.16 O valor da soma das raizes comuns às equações é 
[xt - 733 «16x? -15x 43-0 
[х* -33!-x?-7x42-0 
Exercício 4.17 (IME — 2004 adaptada) M Determine o valor das raizes 
comuns das equações: 
[xt - 28 - 1138 «18x -18- 0 
|x* –12х2 + 44.x?- 32.x - 52 = 0 


Exercício 4.18 Determine o polinômio do 3º grau que satisfaça 


P(x-1) = Р(х) + (2x) e utilize o resultado para determinar a soma: 
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2? + 4* +62 +... c (2n)? 


Exercicio 4.19 (ITA — 1994) A identidade abaixo é valida para todo x real, 
diferente de -1. Determine o valor de a + b + c. 
+4 ПСС А 


= 1+ —— 
х? +1 x+1 X!-x41 


Exercício 4.20 (ITA) $ех?+рх- q é divisível por х2+ах+Ь е х?+гх+5. 
demonstrar que b = -r.(a +r). 


Exercício 4.21 (ITA — 1999) Seja P(x) um polinômio de grau m. A(x) e B(x) 
polinómios de grau maior que um e admita que existam polinómios C(x) e 
D(x) tais que a igualdade A(x).C(x) + B(x).D(x) = 1 se verifique para todo x 
real. Prove que A(x) não é divisível por B(x). 


Exercício 4.22 А Determine o maior valor de k inteiro para o qual (x-1) 
divide x?^*! _ (2n + 1).х7+1 + (21 + 1).x^ - 1. 


Exercício 4.23 (ITA) Verifique a veracidade da afirmação: “Seja P(x) um 
polinômio de grau m. Mostre que, se P(x) admite raiz inteira, então 
P(-1).P(0).P(1) é divisivel por 3". 


Exercício 4.24 (IME - 2001) Determine a condição que os coeficientes de 
P(x) do quarto grau devem satisfazer para que P(x) = P(1-x) para todo x real. 
Resolva este exercício utilizando a condição de identidade entre dois 
polinômios, 


Exercício 4.25 (ITA — adaptada) M Seja um polinômio Р(х) do 6º grau, com 
P(0) = 1 e tal que: P(1) = P(- ) = P(2) = P(-2) = P(-3) = Р(3) = 2. Determine 
o valor de P(4). 


Exercício 4.26 (IME) % Seja um polinômio P(x) do 5º grau tal que a divisáo 
de P(x) por (x+1)° nos dà resto 1 e a divisão por (х1) nos dá resto -1. 


Determine P(x). Sugestão: Monte as equações de divisão euclidiana do 
enunciado e derive-as com relação à variável x. 


Exercício 4.27 (ITA — 1994) As raizes da equação de coeficientes reais 
x+ax2+bx+c=0 são inteiros positivos consecutivos. A soma dos 
quadrados dessas raizes é igual a 14. Então, quanto vale а2 +62 +с? ? 
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Exercício 4.28 (ITA - 2005) Dada a equação abaixo, em que m é uma 
constante real, considere as seguintes informações e determine as 
verdadeiras e as falsas. 
х? + (m +1).x? +(т+9)х+9=0 
1. Se m pertence a (-6 , 6) , então existe apenas uma raíz real. 
Il. Se m = -6 ou m = 6, então existe uma raiz de multiplicidade 2. 
III. Qualquer que seja m real, todas as raizes são reais. 


Exercicio 4.29 (Lidski) А Determine todos os valores reais de a e b para os 
quais as equações abaixo têm duas raizes comuns e determine essas raizes. 
[x +ах? +18 = 0 
[х2 + 0х +12 = 0 


Exercicio 4.30 Um polinômio Р(х) де grau impar ordenado com as potências 
decrescentes de x, tem seus coeficientes em P.A. Calcule P(1) sabendo que 
o produto das raizes de P(x) vale 1. 


Exercicio 4.31 M Determine as soluções da equação abaixo sabendo que o 
produto de duas de suas raizes é о simétrico do produto de outras duas. 


144.x* - 36.x? -28x2+11.x-1=0 


Exercício 4.32 (Lidski) M O sistema de equações abaixo possui raizes 
reais para qualquer valor real de К. Mostre que a = 0. 


fa(x+y?)+x+y-k=0 
lx-y+k=0 


Exercício 4.33 А Resolva as equações abaixo, sabendo-se que a segunda 
tem uma raiz cujo valor é o triplo de uma raiz da primeira. 

fx? -10х*+31.х-30 =0 

|x? - 21x? + 98x - 120 - 0 


Exercício 4.34 А Р(х) é u um polinômio de coeficientes inteiros e assume 
valores impares para x = 0 e x = 1. Mostre que P(x) nào possui raizes 
inteiras. 


Exercício 4.35 Determine os números reais m, n, p tais que a expressão 
abaixo independa de x. 


(2 - m).x? + (m- 1).x? + (n + 1).x + (p — 3) 
x?-6x +1 
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Exercício 4.36 (IME) А Sabendo-se que a equagáo x? +mx?+n=0 (m, n 


reais náo nulos) admite raízes complexas de módulo k, exprima m em fungáo 
denek. 


Exercicio 4.37 (Lidski) Encontre todos os valores reais de p para os quais 
as raizes da equação (p - 3).x? — 2 p.x + 6p = 0 são reais distintas e positivas. 


Exercicio 4.38 Determine o valor de k para que a equagáo a seguir tenha 4 
raizes distintas. Р(х) = х* -14.x? +24.x -k 


Exercicio 4.39 Mostre que se P(x) de grau n admite n+1 raízes distintas, 


então P(x) é o polinômio identicamente nulo. OBS: Utilizaremos este 
resultado mais a frente no capítulo 5. 


Exercício 4.40 M Determine P(0) onde Р(х) ё um polinômio de grau п - 1 tal 
que: 
P(k) = + , K=1,2,3,...,n 


Exercício 4.41 (Lidski)M Mostre que a equação x? + ax?-b = Oondea eb 
(b>0) são reais tem uma e somente uma raiz positiva. 


Exercício 4.42 А Mostre que, dado um real a, qualquer polinómio P(x) pode 
ser desenvolvido em poténcias de (x — a). Isto é, o seguinte desenvolvimento 
pode ser feito: 


Р(х) = Ар + A.(x-a)  Aj.(x- a) +... As (x- a) 


Exercício 4.43 (IME-1984) Determine o polinômio do 4? grau de coeficiente 
de 4º grau unitário Р(х) tal que Р(х) = P(1-x), P(0) = 0 e P(-1) = 6 


Exercício 4.44 M Mostre que х? + уз + z?— 


3.x.y.z é sempre divisível por 
X+y+z 


Exercicio 4.45 Utilize o resultado do exercício 4.42 para mostrar a fórmula de 
Taylor para polinómios: 


(п) 
Р(х) = P(a) «P (a). (xa) + 49) a. P”) ај 


Exercício 4.46 Demonstre o raciocinio do algoritmo de Briot-Ruffini 
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Exercicio 4.47 A Demonstre que se М(х) e N(X) são polinômios não nulos, 
onde M tem grau maior que N, e R(X) é o resto da divisão de M por N, então 
o МОС entre М e М é igual ао МОС entre М e R. Explique como esse 
resultado demonstra o Algoritmo de Euclides para a determinação do MDC 
entre dois polinômios 


Exercício 4.48 € Determine todos os polinômios Р(х) tais que P(1) = 1 e, pra 
todo x real: 


Р(х? +1) = (Po) +1 


Exercício 4.49 % Determine todos os polinômios Р(х) tais que, pra todo x 
real: 
Р(х?) + Р(х).Р(х + 1) = 0 
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Capítulo 5 — Polinômios 
Equações Algébricas 


5.1 Inspeção Algébrica de Raizes 


Vimos em várias situações que o problema de descobrir as raizes de uma 
equação polinomial não necessariamente é uma tarefa fácil. Muitas vezes a 
alternativa que nos resta para descobrir as raizes é a da “tentativa e ето. 
aproximando-nos cada vez mais da solução perfeita E justamente nesse 


principio que se baseiam os métodos computacionais de resolução de 
equações polinomiais. 


Falaremos um pouco de métodos numéricos para resolução de equações no 
capitulo 6. Por enquanto sabemos que dada uma equação polinomial, 
algumas informações a respeito de suas raizes podem facilitar achar as 
mesmas. Vejamos algumas novas informações que podem ser também úteis 


e restringirão um pouco mais nossa busca. Recapitulando os teoremas 4.4.1 
e 4.4.2 vistos no capitulo 4: 


Teorema 
Dado um polinômio de coeficientes reais. Se o mesmo polinômio admite uma 


raiz complexa com parte imaginária não nula, então seu conjugado também 
será raiz. 


Teorema 4.4.1 


Teorema 


Dado um polinômio de coeficientes racionais. Se o mesmo polinômio admite 
uma raiz irracional do tipo a + yb , então a- vb também será raiz. 


Teorema 4.4.2 


Esses dois teoremas junto ao teorema que apresentaremos a seguir formam 
um conjunto de 3 teoremas que nos permitem estudar mais amplamente uma 


equação polinomial quanto suas raizes apenas ao olharmos a "aparência" da 
equação. 


Teorema das Raizes Racionais Seja Р(х) = ag «aux «a; х? +... «a, x^. Se a 


fração irredutível p/q (p e q inteiros e primos entre si, q + 0) é raiz de Р(х) 
i, então: p divide aye q divide a,- 
Teorema 5.1.1 
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Demonstração: 


Camo p/q é raiz de Р(х), temos: 


Multiplicando a equação рог q”: 
аџ.9" +а,р.9"' +а,.р?.9"? +...+а,_.9р"'+ ар" = 0 
А partir daí, é verdade que: 


[209º = -(a pq” +a p q? +...+ ар") 


ар" =-(a 9 +а,ра"'+азр?.4'2 +...+ ал10") 


Evidenciando, по lado direito, р па primeira equação, e q na segunda temos: 


Jaa-a" = -p.(a.q"! sap .9"2 +...+а, p^) 


a.p" = -q (ag *a, pq? «a; p?.q'? +...+ ар?) 


Como р, q e os coeficientes de Р(х) são inteiros, о conteúdo dos parênteses 
no lado direito das equações é inteiro, e com isso, segue que: 


aod eZ азр" eZ 
р q 


Lembrando que p e q são irredutíveis (i.e. não é possivel simplificar a fração 
entre p e q), devemos ter que p divide age q divide a,, o que conclui a 


demonstração. 


nº 


Exemplo 5.1.a Referindo-se ao Exemplo 4.2.d, mostre que cos(20º) não é 
racional. 


Solução: No Exemplo 4.2.d foi mostrado que y = cos20º atende ao seguinte 
polinômio do 3º grau: 8yº-6y-1=0 (Eq. |!) 


144 Matemática em Nivel IME/ITA 


Se esse polinômio admitisse raiz racional do tipo p/q irredutível, de acordo 
com o teorema 5.1.1, a mesma deveria ser tal que р dividisse —1 e q dividisse 
8. 

As possibilidades de raizes para que isto ocorra são: +1,+1/2,+1/4,+ 1/8. 
Substituindo na equação temos que nenhuma dessas possibilidades são de 
fato raizes da equação |, e com isso concluimos que cos20º não é racional. 


Exemplo 5.1.b (ITA) Qual das opções abaixo é raiz a equação: 
24.х5 – 4x! 449% -2.x? +x-29=0 


(a)x=2/3 (b)x=11/12 (c)x=3/4 (d)x=4/3 (e)NDA 


Solução: 


Esse exercicio segue um formato muito adotado pelo ITA, tradicionalmente. i 
‚Мое que em uma prova com muitas questões, como é a prova do ITA, perder 
¡tempo com contas é algo que pode atrapalhar e muito o candidato. Em 
muitos casos a banca propõe questões em que o candidato ou perde muito 
tempo com as contas ou encontra uma saída rápida para a solução, sem 
sequer colocar o lápis no papel. 


É o caso desta questão. Note que a banca disponibiliza 4 opções de raizes 
para uma equação do 5º grau, todas fracionárias. Para testar se cada uma 
delas é raiz, o aluno demoraria um bom tempo, com o risco de errar contas. 
Deve haver alguma outra saida! 


De acordo com o Teorema 5.1.1, se o polinômio admitir uma raiz racional 
irredutível do tipo p/q, deveremos ter que p divide -29 e q divide 24. Como 29 
é primo, para que haja raiz desse tipo, 29 ou -29 deverão aparecer no 
numerador. Isto não ocorre em nenhuma das opções, portanto a resposta 
correta da questão é: 


| (Opção E) Nenhuma das Anteriores 


5 Equações Algébricas 145 


5.2 Equações Recíprocas | 


Definição 
Dizemos que uma equação polinomial é recíproca se, quando o número К 


atende à equação, tivermos que 1/k também atende. 


Definição 5.2.1 
OBS: Como o inverso de '1' é o próprio '1', assim como acontece para '-1', 
não é necessário que essas raizes apareçam em dobro (como raizes duplas) 
para que formem uma equação reciproca. Se acontecer de '1' ou '-1' serem 
raizes duplas a equação continua sendo reciproca. 
São equações reciprocas as formadas pelos polinômios a seguir: 
i) (x- 2)(* -ije +1)=0 
| 2 
x-7 ‚(х-1)°.(х+1)=0 
о-в) (2), оез) (1) о 
5 3 


Я 3. 
К -1).(х -2) [> - 5) = 0 


ii) (x-4). 


O que essas equações 
reciprocas têm de tão 
especial ? 


[ Autor: Veremos que existe método de resolução de equações recíprocas, 
equações polinomiais de graus altos. 
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É sempre fácil reconhecer uma equação como sendo recíproca apenas por 
sua 'aparéncia'. 


Vamos desenvolver as equações recíprocas do exemplo 5.1 que 
apresentamos anteriormente, seguindo a mesma ordem do exemplo. 


) 2х2 3х2 -3х+2=0 

i) 439 –21.х* +17.х° + 17.х2-21.х+4=0 
iii) 15.x* 228.3 -230.x? -28.x +15 = 0 

iv) 2х3 7х2 + 7x – 2= 0 


Sim, muito 
bem 
observado ! 
As equações recíprocas são 
caracterizadas por possuírem 
coeficientes equidistantes do centro 
da equação simétricos ou anti- 
simétricos. tomando assim possivel 
classifica-las quanto a dois tipos de 

espécies: 


Equação Reciproca de 1º Espécie 
Quando os termos equidistantes do centro da equação são iguais, dizemos 
que a equação recíproca é de primeira espécie. 


n п-1 п-2 { 2 Es 
арх +а„х  +а,.х C+..ra,x +а.х +а = 0 


Definição 5.2.2 


Equação Reciproca de 2? Espécie 
Quando os termos equidistantes do centro da equação são iguais em 
módulo, porém com sinais contrários, dizemos que a equação recíproca é de 


segunda espécie. 
ax «aux ^! «a4x? +... —a,x2-a,x -ag =0 


n-2 


Definição 5.2.3 
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Nos exemplos anteriores podemos classificar as equações: 


Ü 2x'-3x*-3x«2-0 (Primeira Espécie) 

i) 4х5 –21.х* +17.х° + 17.х2-21.х+4 =0 (Primeira Espécie) 
ii) 15.x% - 28. – 230.х2 -28.x +15 =0 (Primeira Espécie) 
ім) 2x*-7x?+7x-2=0 (Segunda Espécie) 


Note que as equações (i) e (iv) possuem ambas as raizes 2 e 1⁄4 , porém se 
diferenciam por possuir a 3º raiz como sendo -1 (no caso de (i) ) e 1 (no 
caso de (iv) ). No entanto a primeira é uma equação de 7º Espécie, e a 
segunda é uma equação de 2º Espécie. Será que a diferença entre a 3? raiz 
foi fator determinante para as equações se diferenciarem quanto à espécie 
também? 


Vejamos o que acontece quando, a uma equação reciproca de primeira 
espécie, multiplicamos o fator (x—1). 


(x -1).[agx? + ах”! +азхт2 e... + agx? «aix +а,)=0 
> (ao x^" ra x +... ra,x +a9.x)-(a7.x” sax! +....+аух +30) =0 
= a8, X" « (a, - ag).x" +... + (ago -a,).x +(-a9)=0 
a ЕР АШ Us 
bo b, -b, -bo 


box" + bx" e ba x71 +... b.x? - bx - bg = 0 


Ou seja, ao multiplicarmos uma equação Reciproca de 1º Espécie por (x-1), 
a equação resultante torna-se Reciproca de 2º Espécie. 


Fica como exercicio ao leitor mostrar que, se multiplicarmos a equação 
resultante mais uma vez por (x-1), a equação volta a ser de 1º Espécie. 
Verifique a veracidade disto com a equação (ii) do Exemplo 5.1. Como 
resultado desse fato, vem: 


Uma equação reciproca de 2? Espécie sempre terá 1 como raíz com 
multiplicidade impar. 


Resultado 5.2.1 
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| OBS: O leitor atento notou um possível furo’ no Resultado 5.2.1. A afirmação 


feita não seria verdade se a equação original (antes da primeira multiplicação 

por (x — 1) já possuisse 1 como raiz com multiplicidade ímpar. Leitor, você 

consegue provar que isto nunca acontecerá? 

Ora, se a divisão de uma equação recíproca de 1º espécie por (x-1) resulta 

em uma equação de 2º espécie (na qual x = 1 é sempre raiz pela própria 
simetria dos coeficientes), então se x = 1 for raiz da original, deverá ser 

i também raíz dupla! Esta análise impede o ‘possível furo’. 


As raizes reciprocas diferentes de 1 e —1 sempre se encontram em pares em 
uma equação reciproca. De acordo com Resultado 5.2.1, x = 1 é sempre raiz, 
figurando com multiplicidade impar em uma equação reciproca de 2° espécie. 
Isso nos diz que, a menos que -1 também seja incluso como raiz, o grau da 


Equação Reciproca de 2º Espécie sob estas condições será impar. Ou seja: 


| Uma equação recíproca de 2? Espécie terá grau par somente quando 1 e -1 
forem raízes. 


Resultado 5.2.2 


Toda equação de 2? Espécie tem como coeficientes equidistantes do centro, 
números com mesmo módulo, porém com sinais contrários. Como toda 
equação polinomial de grau par possui sempre um termo central (que é о 
próprio centro de simetria dos coeficientes), para que a equação seja 
reciproca de segunda espécie (ou seja, coeficientes equidistantes do centro 
são simétricos de sinais contrários), e, para que o coeficiente central seja 
igual ao seu simétrico de sinal contrário, ele deverá ser 0. 


Uma equação recíproca de 2? Espécie de grau par terá sempre coeficiente 


central nulo, 


Resultado 5.2.3 
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Legal! Mas como eu faço para 


resolver uma equação do tipo 
recíproca? f^ 


Existe um método geral para resolver Equações Reciprocas (tanto de 1º 
quanto de 23 espécie). Vamos mostrar o método, resolvendo, como exemplo, 


a equação reciproca: 2.х6 – 7.х° + 7.х* – 7.х2 +7.х-2 = 0 
Método рага Resolução de Equações Кесіргосаѕ 
1º Passo: O primeiro passo será sempre reduzir a equação retirando todas as 


raizes 1 e -1 possiveis. Recomenda-se o algoritmo de Briot-Ruffini. No nosso 
exemplo, só há uma raiz 1 e uma raiz -1: 


e (х-1).(х+1).(2.х®-7.х® +9.х®-7.х+2)=0 


2º Passo: Sabendo o polinômio que contem as demais raizes, dividiremos 
sempre a equação por x” onde n é o grau do expoente central da equação. 
No nosso exemplo, dividiremos a equação resultante por x*: 
2x*-73949x?-7x42-20 (+x?) 
2 


= 2x-7x РИ 
X x 


= 2 (re 2]; 9 =o 
x x 


Devido à simetria da equação reciproca, este agrupamento feito acima 
sempre será possivel. 
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3º Passo: Fazemos uma simples transformação, chamando: 


1 
х+—=у 
х 
2 1,1 2, 1 
Elevando ao quadrado: xX+2x—+—=y? >» x“+—=y*-2 
Xo x° 


4º Passo: Substituimos a transformação na equação e resolvemos a equação 


do 2º grau em y: 
2(*+G)-7(x+2]+0 -0 
x x 
META 


y'-2 y 
> 2y?-4-7y+9=0 
>2y?-7y+5=0 


ya LENT -425 B шя 
22 2 


5? Passo: Voltamos à variável x e resolvemos duas simples equagóes do 2? 
grau: 


PENNE (i) ou nudo (ii) 
x 2 x 


Resolvendo (i): 


5+ /25 -4.2.2 1 
=> x= — — = 2 ou — 
2.2 2 
Resolvendo (ii): 
xa = x+l=x 
x 
= x'-x«1-0 
1+ 41-4 1514/3 


Temos, então, todas as raizes da equação reciproca: 


114/3 11/3 


1,-1, A 2 


1 
2 2 @ 
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Exemplo 5.2.a (ITA) — Sabendo-se que a equação abaixo de coeficientes 
reais, é uma equação reciproca de segunda espécie, então o número de 
raizes reais desta equação е? 


xê - (a «b «c)oÓ +6x!-30x2+6.x-1=0 
Solução: 
Se a equação é uma recíproca de 2% espécie, então termos simétricos em 
relação ao termo central nulo devem ser iguais em módulos, porém de sinais 
contrários. Sendo assim, a equação é: 


xŠ -6.х5 +6.х° -6.x? +6.x-1=0 
Sabemos que 1 e -1 sào raízes (Resultado 5.2.2, uma vez que se trata de 


uma reciproca de 23 espécie de grau par). Eliminando tais raizes pelo 
algoritmo de Briot- Ruffini: 


Com isso, a equação se torna: (x —1).(x + 1).(x* -6x9 +7.x? -6x+1)=0 


Achando as demais raizes: 


x -6.х3 +7.х2-6х+1=0 c х@-6х+7-©+-у=0 
х 


o СЕЗЕС ЗЕЕ 
х? х 
A S q 


y'-2 y 
€ у?-б.у +5 = 0 


1 1 
=x+—=5 ou y=x+-=1 
a y TX y x 


Resolvendo ambas as equaçëes do segundo grau, teremos todas as raizes 
(das quais quatro são reais): 


1+i4/3 54421 


i м , t1 
| 2 2 
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5.3 Transformadas Polinomiais | 


Muitas vezes é possivel alterar a “aparência” de uma equação polinomial 
para que ela seja mais facilmente resolvida. Utilizamos este conceito quando 
resolvemos o Exemplo 4.2.c (volte ao exemplo para relembrar), ao nos 


depararmos com uma equação do segundo grau biquadrada fazendo uma 
transformação do tipo: 


у=х? 


Conhecemos métodos analíticos de resolução de equações polinomiais bem 
especificas (Como é o caso da Solução de Cardano-Tartaglia (Resultado 
4.2.1) para a equação do 3º grau, que para ser resolvida deve vir desprovida 
do termo de 2º grau do polinômio). Seria interessante encontrar maneiras de, 
dado um polinômio qualquer, por meio de transformações simples, mudar sua 
aparência de tal forma a satisfazer as condições especificas (como por 
exemplo a condição para a solução de Cardano-Tartaglia). Essas 
transformações simples que estudaremos são chamadas transformadas 
polinomiais. 


Chamamos de equação transformatriz a equação de mudança de variável do 
polinômio e de equação transformada a equação polinomial após aplicada a 
transformação. 


Exemplos: 
i) Equação original: x?+3.x?-2.x+1=0 
Equação transformatriz: y=x+2 © x=y-2 


(y -2)*+3.(y -2)?-2.(y-2)+1=0 
y'-3y?-2y«9-0 
(Eq. Transformada) 


fi) Equação original: x? +x «120 
Equação transformatriz: y =1/x > х = 1/у 


(1y)?+(1/y)+1=0 
у?+у+1=0 
(Еа. Transformada) 


Vamos classificar alguns tipos especiais de Transformadas Polinomiais. 
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1- Transformadas Aditivas 
São transformadas do tipo: 


y=x+C 


C=constante 
Definição 5.3.1 


Sendo x uma raiz de uma equação polinomial, a equação transformada terá 
raizes somadas a uma constante C. 


2 — Transformadas Multiplicativas 
São transformadas do tipo: 


y=kx 


k = constante 


Definição 5.3.2 


Sendo x uma raiz de uma equação polinomial, a equação transformada terá 
raizes iguais às originais multiplicadas pela constante k. 


3 — Transformadas Inversas 
Sào transformadas do tipo: 


Definição 5.3.3 


Sendo x uma raiz de uma equação polinomial, a equação transformada terá 
raizes iguais aos inversos das raizes originais. 


Exemplo 5.3.a Obter a transformada da equação x? + 2х2 – 7х + 1= 0 cujas 
raizes são acrescidas de uma unidade. 


Solução: Para obter a equação cujas raizes são iguais às raízes da equação 
dada acrescidas de uma unidade, basta fazermos à transformação: 
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i ————— €——— 
i у=х+1 © x=y-1 | 
Substituindo na equação original: | 
| (y- DP +2(y-1? -7.(y-1)+1=0 | 
| > y? -3y?+3y-1+2.y?-4y+2-7y+7+1=0 ] 
y?-y?-By+9=0 
(Eq.transformada) | 
keer ase. A A A AE СЕД - —P— A Meie — - E] 
Exemplo 5.3.b As raizes da equação x? - 3x?^« x +2 = 0 são a,b e c. Forme 
a equação cujas raizes são a+b, b+c , cra. 
Solução: — ^ — e BETTE 
¿Note que: 
| a+b=(a+b+c)-c 
| b+c=(a+b+c)-a 
| 
(Pelas relações de Girard, temos que a+b+c= (S5) = 3. Ou seja, dado que 


las raízes da equação original são a,b e c, desejamos determinar uma 
'equação cujas raizes são 3-а, 3-b, 3-с. 


— 

| 
a+c=(a+b+c)-b | 
iUtilizamos, então, a transformatriz: y = 3-x. | 
i (3-yY - 3.8-y)* «(3-y)«2-0 | 
> 27-27y+9y?-y?-274+18y -3y? 4 3-y 4 2«0 | 

| 

y2-6.92+10y-5=0 | 


A E A Ыыы kal 


Ё 
ГЕ 


Exemplo 5.3.c Mostre que numa equação reciproca, a transformada inversa 
não altera a equação e teça um comentário sobre o "porqué" deste resultado. 


Solução: Considere a equação reciproca de primeira espécie: 


n 2 


a,X^ ra x ca, x"? +.. a, x? «a x «a, 20 


A transformada inversa tem a transformatriz y = 1/x. Substituindo na equação 
original: 
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à (a(i э a " [zJ (1), = 
Ay) “y “ly Ay) уу e 


Multiplicando a equação рог y”: 


š 2 n-2 n-1 n 
а, +аџу+а, у +... +а,у"< +а,у" -а,у" -O 


Que é uma equação ае aparência idêntica à equação original. Isto acontece 
uma vez que as raizes de uma equação reciprocas vêm em pares (para cada 
raiz, о seu inverso também será raiz). e com isso a transformada inversa não 


altera as raízes da equação. A demonstração para equações de 2º espécie é 
análoga. 


Exemplo 5.3.d Determine uma transformada aditiva que elimine o termo do 
segundo grau da equação: х? - 3.x* - x + 2 = 0 


"solução: Queremos determinar o valor da constante C tal que a 


transformação aditiva y = x + C gere uma equação transformada desprovida 
do termo de 2º grau. 


(y-C -3.(y-C)?+(y-C)+2=0 
> у2-3у2С + 3.у.С2 - СЗ – Зу? +6.у.С- 3.С2+у-С+2- 0 
> y +y?(-3.0-3)+ y.(3.0?+6.C +1) +(-C*-3.0?-C+2)=0 


Para que a nova equação seja desprovida do termo do 2º grau, devemos 
igualá-lo a zero de terminar o valor de С que satisfaça a esta condição. 


-30-3=0 .. C=-1 
| 
| A transformada pedida é: у=х-1 
k... сы 


Vejamos agora um resultado muito interessante que pode nos ajudar 
bastante em exercicios como o Exemplo 5.3.d 


? Resultado de Transformadas aditivas: 
' Seja Р(х) o polinômio original. Considere a constante a da transformação 
| aditiva y = x~ que elimina o termo de k-ésimo grau de Р(х). 


‚ Neste caso, vale que a constante u é raiz da k-ésima derivada de Р(х) com 
| relação a x. 


Resultado 5.3.1 
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Demonstração: 
Considere a equação P(x) = O dada por: 
an X” «a, X7 +..ra,x2+a,x+ag=0 
Considere, também, a transformação aditiva y = х - a. Vamos representar a 
equação transformada por: 
a y «a, y"! +... a;'y «a, yrag'=0 


A partir da transformatriz, podemos dizer que: 
х" = (y+a) = y? +C)" a+ С2.у" 2.02 t. Cy ara” 


ж n-1 Е E E pi -2 -1 
xl = (y +a) = y"! Cy tar Cy ta? Cy o? ea" 


x? -(y*ay = y?+Chya+a? 


|х =(y+u) = у+а 


(Sistema de Equações 1) 


Aplicando a transformação à equação original: 
>ay+ro «a, ,(y*a) «a, (y*a) +a,(y+a)+ 89 =0 
(Eq. 1!) 


x partir do sistema de equações | e da equação 11 é possível relacionar os 
coeficientes da equagáo transformada com os coeficientes originais: 


Anas а. (Сла) *8,4 


2..2 1 
85.2 = a, (C.a )+ am, (Сал) + 22 


185.3! = an (Caia? ) s (00-93) ra 2 (C1 го) +а, з 


a, = aV (Cs) а, (Cut ant)... mise [Ck e) + а, 


ag'- a, (o^) ap (07) +... *a,(a)* 85 


Para que o k-esimo termo da equação ll seja nulo: 
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«(5690-2 (п-к) ua | Ж ES =D (п-к) ¿nes 


[E | 
+ + ku al+a,=0 


k! 
(Eq. Ш) 


Devemos provar que neste caso a é raiz da k-esima derivada de P(x). 


P(x)=a,x" + aq 4x77... a, x? + ах + ag 


Р(х) = a4. (n)x""! + ay ,. (n7 1)х"2 +... +a,(2)x+a, 


P"(x) = ay. (n.(n - 1)) "2 + à, „(п 1).(n - 2)) x"? +... + a (3.2).x + az 


Pl (x) = a, (n.(n —1)...(n -k «1))x""* «a, ((n -1).(n-2)...(n -k))x "^ + 
+... + aka (Ks 1).9....3.2).x + a, 


Py) = 2,.(n.(n - 1).. (n- k+1))x"" Kue a те ((n- 1). (n - 2)...(n - k))x"*" " 


+. +a ((k +1)k.....3.2).x +a, 
(Eq. IV) 


Pela aparência das equações Ill e IV dá para perceber que estamos próximo 
à conclusão da demonstração. 


Multiplicando a Equação Ill por k! : 
ay. (n (n- 1).(n - 2)...(n- k « 1). а") жа. (n.(n - 1).(n- 2)... (n -k).a 7) 
os +a. ((K 1) (K)..3 e a, -0 
Comparando com a equação IV, teremos que: 
Pa) =0 


Ou seja, a constante a da transformada aditiva y = x - a que elimina o termo 


do k-ésimo grau da equação transformada será raiz da k-ésima derivada do 
polinômio P(x) da equação original P(x) = O 
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Exemplo 5.3.e (IME - adaptada) Seja P(x) um polinômio do 4º grau, em x, 
cujo coeficiente do termo de maior grau é 1 e cujas raizes são racionais. 
Adicionando-se 3/4 e 3 a essas raízes obtém-se transformadas de Р(х) = 0 
desprovidas do termo de 3º grau de do 1º grau, respectivamente. Determine 
Р(х), sabendo-se que ele possui duas raizes iguais e que P'(0) = - 15. 


Solução: Seja Р(х) = х* + ax? +b.x? +cx+d 


Derivando o polinômio P(x) com relação a x: 
P(x)=4x)+3ax2+2bx+C 


Do enunciado, P'(0) = -15; 
P'(0)2c--15 


Calculemos as derivadas de 2?, e em seguida de 3? ordem de P(x). 
P"(x) 212.x? + 63x + 2.b 
P"(x)» 24.x + 6.a 


Do Resultado 5.3.1, sabemos que as constantes -3/4 e -3 anularáo P””(x) 
e P'(x), respectivamente. Portanto: 


|‚°{-{)=-2&+ва-0 
| 4 4 


ler) =4.(-3) +3.a.(-3) + 2b.(-3)-15 - 0 


3esolvendo, temos: a = 3 e b = -7. Sabemos então que: 
P'(x) = 4x? «9.x? -14.x -15 


Já conhecemos uma das raizes de P'(x), pois P'(-3) = 0. Utilizando o 
algoritmo de Briot-Ruffini, para achar as demais raizes de P'(x): 


Portanto, as outras duas raízes de P'(x) serão as raizes de 4x? -3x -5- 0, 
que são irracionais. 


Ora, mas se P(x) possui raiz dupla, esta raiz deverá ser raiz também de P'(x). 
Como todas as raízes de P(x) são racionais, a raiz dupla também deverá ser. 
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Como -3 é a única raiz racional de P'(x), sabemos que esta deve ser a 
própria raiz dupla de Р(х). 


Ou ainda: 


Р(-3)=0 = (-3)* +3.(-3)° –7.(-3) -15х+9=0  . d=18 


Com isso, podemos escrever о polinômio Р(х): 


! Р(х) = х“ +3.xŠ - 7x? - 15x +18 
[o aee Á Q 


Esse "bizu" parece ser importante de 
ser decorado! Reparou o quanto ele 
nos poupou em contas? Eu vou é 
guardar esse resultado! 


Solução Geral da Equação do 3? Grau (Método de Cardano- 
Tartaglia Generalizado) 


Acabamos de ver uma grande utilidade para a Transformada Aditiva. 
Sabemos como, utilizando este tipo de transformada, eliminar certos termos 
de uma equação polinomial. Este fato nos permitirá agora resolver 
analiticamente qualquer equação do 3? grau.  Achemos as raízes da 
equação: х? + р.х? «qx «r2 0. 


Conhecemos a solução analítica para equações do 3° grau desprovidas do 
termo do 2º grau (ver solução de Cardano-Tartaglia, Resultado 4.2.1). Então 
façamos com que este termo de 2º grau desapareça, utilizando uma 
transformada aditiva, para uma equação cúbica genérica. 
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Do Resultado 5.3.1 a constante utilizada na transformada | aditiva que > fará o, 


que desejamos deverá ser raiz da 2º derivada da equação original. 
P(x)=x3+px2+qx+r = Р(х) = 3.х2-+2.рх > P"(x)=8x+2p 


P'(x)=6x+2p=0 > x=- 


ото 


Façamos, agora, a transformação: y = х «E 


x +px2?+qx+r=0 
ER Rd Uu к = 


0 
= = pr P Z P EJ (» yc - 2р5 «S )+(ay-)er=o 


(eta | 2p? qp 
[2773 


wer E 


Relembrando a solução de Cardano-Tartaglia (Resultado 4.2.1) para uma 
equação do tipo: y? + by + c = 0; 

. 45.4.5 EM E 

d y2 “Va 27 y 2 V4 27 


A equação transformada, desprovida do termo do segundo grau é: 


y ку 2723), 2+39) E -88.1]-o (Eq. 1) 


27 3 
— к 


NR asana 


Tendo os valores. de р, а obteremos os valores de b e c pelas relações 
mostradas acima na Equação |. Tendo os valores de b e c, a partir do 
Resultado 4.2.1 temos os valores das raizes em y. 


Calma! Não comemoremos aínda! Não se esqueça que a equação original 
era em 'х'. Tendo os valores de у (raizes da equação transformada) 
acharemos os valores de x para a equação original uma vez que: 


p 
Xx=y-— 
Y 3 


OBS Importante 1: A primeira vista, pode parecer que a solução de Cardano 


nos dará apenas uma única raiz para equação do 3º grau. A solução de 
Cardano envolve uma raiz cúbica de números complexos, gerando, portanto 
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(de acordo com a nossa teoria vista nas Seções de Números Complexos. 
veja a Fórmula 1.5.7) três raizes. 


OBS Importante 2: Ao aplicarmos a expressão de Cardano, muitas vezes 
cairemos em somas radicais contendo raizes quadradas de números 
negativos (veja o Contexto Histórico abordados nas seções 1.1 e 4.1). 
Porém, no exercicio de fixação 4.2 nós mostramos que números racionais 


podem ser “disfarçados” na forma de soma de radicais deste tipo. 
Procedendo-se da forma como foi feito na solução do Exercício 4.2 (veja 
capitulo 7 para resolução comentada) podemos descobrir qual é o número 
racional “disfarçado”. 


Dica do Autor: Cabe ressaltar que o processo de resolução de uma equação 
geral do 3º grau é trabalhoso demais para ser exigido em uma prova de 
vestibular como do IME e do ITA. Nós mostramos o método aqui visando mais 
mostrar ao aluno uma importante aplicação das transformadas aditivas do 
que um método para a resolução de questões envolvendo equações do 3º 
grau em provas IME/ITA. Portanto: atenção! Ao se deparar com uma 
questão que pede para resolver uma equação do 3º grau sem o uso de 
calculadoras ou utensilios computacionais (como em uma prova de 
concurso), é muito provável que a saida seja utilizando os diversos outros 
assuntos já estudados (raizes múltiplas, inspeção de raízes óbvias, etc.) e 


não utilizando o método de Cardano-Tartaglia generalizado. 


O que pode pegar na hora da prova são essas contas. Achar uma equação 
resultante de uma transformação aditiva pode ser muito trabalhoso, ainda 
mais se o grau do polinômio for elevado! 


Autor: Mais uma vez, existe um método conhecido que facilita as contas em 
uma transformada aditiva. Trata-se de um algoritmo simples. Sua 
demonstração será feita na forma de exercicio ao final deste capítulo. 


Vamos mostrar os passos do algoritmo utilizando um exemplo. Faremos um 
exemplo com uma equação original de 4? ordem, porém o método é geral 
para transformações em polinômios de qualquer ordem. 


Ex: Vamos transformar a equação abaixo segundo a equação transformatriz: 
у=х+3. 


equação original: х“ «3x? -2x? «5x 47-0 
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Algoritmo Para Transformada Aditiva 


1º Passo: Montamos um esquema parecido como o utilizado no Algoritmo de 
Briot-Ruffini. Em cima da linha horizontal vão os coeficientes da equação 
polinomial original. À esquerda da linha vertical (e abaixo da horizontal) vai a 
constante К da transformação aditiva: y = x — k. Рага o nosso exemplo: 


2º Passo: O procedimento de preenchimento dos espaços abaixo da reta 
horizontal é o mesmo do utilizado no Algoritmo de Briot-Ruffini. 


3º Passo: Repete-se o processo n vezes onde n é o grau do polinômio 
original (о número à esquerda é sempre a constante К da transformação 
aditiva y = x — k. Para o nosso exemplo: 


4º Passo: Os coeficientes da equação transformada são os indicados lidos na 
ordem indicada pela seta. 


equação transformada: у -9.x? + 25.x? -10.x -26 20 


Fica como exercicio pro leitor, verificar algebricamente que este resultado 
está correto! 
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5.4 Polinômio Interpolador de Lagrange | 


Vamos agora discutir um problema de polinômios muito interessante. 


Exemplo 5.4.a Determine o polinômio que assume os valores 1, 3, -1 para 
os seguintes valores de x: 0, 1, 4, respectivamente. 


Solugáo: 
Com os trés pontos dados podemos, na pior das hipóteses, formar um 
polinômio do 2º grau, uma vez que temos 3 equações para 3 incógnitas: 


P(x)=ax?+bx+c 
Incógnitas a serem determinadas: a, b, c. 


Equações: 
P(0)=a0*+b0+c=1 
P(1)=a.12+b.1+c=3 
Р(4) =а.42- 0.4 +с= –1 


Devemos, portanto, determinar a solução do sistema: 
| = 1 

a+b+c=3 ^  a=-=;b=-——;Cc=1 

ява + 4b +0=-1 


Logo — — 


eX. 
| 6 6 


o — w a Й 


loss 1: Nós dissemos que na pior das hipóteses, poderiamos formar um 
polinômio do 2º grau. O sistema poderia nos resultar, por exemplo, a = 0, 
| tornando o Polinômio de grau 1. A priori, poderiamos apenas garantir que 
| exista pelo menos um polinômio de grau 2 que satisfaria os pontos dados no 
| enunciado. 


| OBS 2: Como o sistema gerado pelos pontos dados era um sistema possivel 
| e determinado, vimos que a solução existe e é única, i.e., só existe um 
| polinômio que passa por estes 3 pontos. Será que isso sempre acontece? 
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Dados n+1 pontos (x.y) no 
plano cartestano, como achar 
o polinômio que passa por 
todos eles? Este polinômio 
será único? 


ы. Сл № 
Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1810) 


A resposta à pergunta acima veio do próprio Lagrange, que enunciou o 
seguinte teorema. 


Polinômio Interpolador de Lagrange 


Dados n+1 pontos distintos (х,у) no plano cartesiano existe um único 
polinômio de grau menor ou igual a n que passa por todos estes pontos. 


Teorema 5.4.1 


Demonstração: 


Note que para provar o teorema devemos provar duas coisas distintas: que o 
polinômio existe e, além disso, é único! 


Vamos primeiro provar a unicidade do polinômio de Lagrange. Vamos supor 
que existem dois polinômios distintos P(x) e Q(x) de graus menores ou iguais 
a n, que passam pelos pontos dados: 


(xay); (X2.Y2) i (ха Yai) 


Ou seja, vamos supor que existem Р(х) e Q(x) tais que: - 


JE Q(Xn+1) 
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Ora, mas se definirmos um terceiro polinômio: h(x) = P(x) - Q(x) será 
verdade que: 
h(x,)=P(x,)-Q(x,)= 0 
h(x2)=P(x2)-Q(x,)=0 
(ха) = Р(х...) – Q(Xn.1) =0 


Ou seja, x,, Хо. Хз, 01 X44 São raizes de h(x), que, portanto, possui п+1 
raízes. 


Opa! Mas se h(x) = P(x) — Q(x), então o grau de h(x) é também menor ou 
igual a n. Sendo assim, a partir do resultado provado no exercicio de fixação 


4.39, como h(x) tem grau menor igual a n e possui n+1 raizes distintas, temos 
que h(x) é o polinômio identicamente nulo. 


h(x) = P(x)— Qx) = 0 4s Р(х) = Q(x) 


Concluimos então que nunca existirão dois polinômios P e Q distintos, de 
grau menor ou igual a n, que passam por n+1 pontos distintos dados no 
plano. 


Está provada a unicidade do polinômio interpolador de Lagrange, caso ele 
exista. Resta-nos mostrar que, de fato, ele existe! 


Queremos achar um polinômio P(x) tal que: 
Р(х,)= y1 ; P(xo)=y2: P(x3)= Уз: : Р(х.) = Ya 
É razoável propormos que P(x) seja algo do tipo: 
Р(х) = y,.a,(x) + Y2-82(X) +... + ул.1.аһ.1(х) 


Ondea;(x;) se anule sempre que ji e valha 1 sempre que j= i. Note que 
esta proposta faz com que P(x) passe sempre pelos pontos dados. 


Da segunda dessas duas condições, devemos ter: 


а\(х,)=1. а(х) = 1s aa) =1 
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Lagrange propôs que tomássemos os a, (x) como sendo da seguinte forma: 


_ (х—х).(х—-хз)....(х—- Xn) | _ [0 ‚ se jet 
bad (x1 = X2). 09 7 X3) Q8 7 Хам) zi a(x) 11 ‚ se j=1 
а,(х) = (х-х1).(х-хз)....(х- Хаа) (0, sejz2 


= 4 
As OT qb mele? 


Note que no numerador de a, (х) devemos ter um produto de fatores (x - хк) 


exceto (x- x,). No denominador devemos ter um produto de fatores (х,-х,) 
exceto (x, - x,). 


Dessa forma, acabamos de construir um polinômio que atende às condições: 
P(u)=Y15 Р(х;)=у;; Plxa)=y3: : Р(Х) = Yon 


Acabamos de mostrar que o Polinômio Interpolador de Lagrange existe e é 
único. 


Polinômio Interpolador de Lagrange 


n+1 


Р(х) = У ура(х) 
pa 


k _ (xx) Qc xi) - x4) - X7 X82) 
Mid s (Xi x4)... (X; Е ER — Xh.) 


são os coeficientes de Lagrange. 


Resultado 5.4.2 


Exemplo 5.4.b Resolva o Exemplo 5.4.a utilizando agora o Polinômio 
Interpolador de Lagrange. 


Solução: No exemplo 5.4.a é pedido o polinômio P(x) que passa por: 


x=0,y=1,X2=1,y2=3: хз=4, уз = –1 


Sabemos do Teorema 5.4.1, que o polinômio que passa por esses pontos 
existe e é único. Os coeficientes de Lagrange são facilmente encontrados: 
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ag (x-1).(x- 4) u x2-5x+4 


(0-1).(0-4) 4 

_ (х-0).(х-4)_ _х%-4х 
ISO a 
аз(х) = Шш ш A E 


(4-0)(4-1) 12 


O polinômio interpolador de Lagrange para os pontos dados é: 


0 e) 


Desenvolvendo 
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5.5 Exercícios de Fixação | 


Exercício 5.1 Com base nos Resultados 5.2.1 e 5.2.2, demonstre 
matematicamente o Resultado 5.2.3. 


Exercício 5.2 (ITA - 1998) Seja a um número real tal que o polinômio abaixo 
admita apenas raizes reais. Determine o intervalo de validade para a. 


Р(х) = xŠ +2.х° «ax* -ax? -2x-1 


Exercício 5.3 Nas condições do Teorema das Raizes Racionais (Teorema 
5.1.1) mostre que para um inteiro m qualquer p-m.q será divisor de P(m) 
Como resultado disso, temos que р-а é divisor de P(1) e p*q, de P(-1). 


Exercicio 5.4 M Dada a equação x*+ax? +bx?+cx+d=0 com a,b,c,d 
reais, mostre que, se a soma de duas raizes da equação original for igual à 
soma das outras duas, então a equação transformada y=x+(a/4)é 
biquadrada. 


Exercício 5.5 M Considere a equação x? +2.x? +15.х + 47 = 0 de raizes m, 
п, р. Calcule o valor de: 


1 1 1 
EO A dg шы 
m?-4m+4 n-4n+4 p?-4p+4 
Exercicio 5.6 Determine a transformatriz da transformada multiplicativa que 
'evou a primeira à segunda equação: 
[х - 5x +10 20 
ly? - 80x + 640 =0 


Lxercíicio 5.7 Resolver: 
2 2 2 2 
(x« 1) «(x ++) (+) ud +1) =2n 
v XxX) x? x? x^ 


Exercicio 5.8 M Resolva novamente o Exercicio 4.40 utilizando, agora, o 
Polinômio de Lagrange. 


Exercicio 5.9 M Com o auxilio do resultado mostrado no Exercicio de 
Fixação 4.42, demonstre a lógica do algoritmo para as transformadas aditivas 
apresentados na seção 5.3. 
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r Po ” AAA йы wes 
1 Exercício 5.10 (ITA-1999) A equação polinomial Р(х) = 0 de coeficientes 


treais e grau 6 é recíproca de 22 espécie e admite i como raiz. 
¡Se P(2) = -105/8 e P(-2) = 255/8, determine a soma de todas as raízes de 
Pe. 

1 

: Exercício 5.11 (ITA-2007) Na equação polinomial do 3º grau dada, sejam 


a,b,c reais. Sabendo-se que esta equação é recíproca de 1º espécie e que 1 
: é raiz da equação, determine o produto a.b.c 


! (a+c+2)x3 +(b+3c+1)x2+(c-a)x+(a+b+4)=0 


Exercício 5.12 Resolva novamente o exercicio 1.20 dos exercícios de 
fixação do capítulo 1 (referente a Números Complexos) sabendo agora que a 
[equação analisada trata-se de uma equação reciproca. 


| Exercício 5.13 (ITA-2007) Determine o máximo entre a, b, c sabendo que os 
¡coeficientes a, b,c da equação abaixo representada são reais; que duas 
raízes da equação são inteiras e distintas e que ( 1 – i /2 também é raiz. 


| 2x^ «ax? +Ых? +сх-1=0 
Exercício 5.14 Utilize o resultado 5.3.1 para eliminar o termo do 3º grau da 
equação do 4º grau abaixo e determine a equação transformada resultante. 


x* +ах? «bx? 4cx+d=0 


| Exercício 5.15 Seja a equação transformada resultante do exercicio anterior 
do tipo da equação: Ü +pt? +qt+r=0 Mostre que: 
(+p? =pł?-qt-r +p? 
Exercicio 5.16 Continuando a questão 5.13, mostre que, sendo y uma 
variável arbitrária: 


| (#+р+у) = (p+2y) at < (pore 2ру+уз) 
| 


[Em seguida, note que o lado direito da equação acima pode-se tornar um 
| quadrado perfeito. Mostre que isso acontecerá quando e só quando: 


| (d - 4p? + 4pr)- 8.(2.p?-r).y - 20.py* - 8.у° =0 


;Exercicio 5.17 Baseando-se nas questões 5.13, 5.14 e 5.15 indique os 
ipassos de como resolver analiticamente uma equação do 4? grau genérica. 
| Este método é conhecido como método de Ferrari para a resolução analítica 
į das equações do 4º grau. 
| а. 
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Capítulo 6 
Análise Gráfica de Funções Polinomiais 


6.1 Traçando gráficos polinomiais | 


Até o momento vimos bastante conteúdo a respeito dos polinômios, porém 
não analisamos a fundo ainda o formato gráfico dessas funções se 
representadas no plano real R?. Vamos explorar mais o assunto no percorrer 
deste capitulo. 


OBS: É sugerido que o leitor, a menos que já possua um conhecimento 
prévio das propriedades básicas de cálculo diferencial, dê uma breve olhada 
no Apéndice deste livro e a explicação contida nele na seção 'Cálculo' 


Equações do 1º Grau (retas) 


Fig. 6.1.1 
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6 
Equações do 2º Grau (parábolas) 
y J 
à 
\ 
\ / 
\ / 
h / 
Fig. 6.1.2 
Equações do 3º Grau (cúbicas) 
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Fig. 6.1.3 


x 


M 
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Os polinômios são funções continuas e deriváveis em todo o seu dominio, o 
que torna o seus gráficos fáceis de serem analisados. As funções polinomiais 
possuem um comportamento gráfico caracteristico, o que permitirá que 
façamos análises importantes a respeito da função sem ter que recorrer a 
métodos muito sofisticados para traçar o seu gráfico. 


Diretamente da definição 4.2.4, sabemos que os pontos em que o gráfico do 
polinômio cruza o eixo Ox representarão raizes deste polinômio. Como o 
gráfico nos mostra a representação da imagem dos pontos reais pela função, 
raizes complexas não estarão presentes na representação gráfica. Com esta 
simples discussão, concluímos que: 


Um gráfico que não cruza o eixo Ox representa uma função que não possui 


raizes reais. 


Resultado 6.1.1 


Exemplo 6.1.a Determine os valores reais de a que tornam a função do 2º 
grau sempre positiva: 


f(x) = х?-ах+4 


Solução: 

Note que o ponto (0,4) pertence ao gráfico do polinômio do 2º grau f(x). Para 
que a função seja sempre positiva, o seu gráfico não pode atravessar para os 
quadrantes de y negativo do plano real. Ou seja, de acordo com o resultado 
6.1.1, a função f(x) não pode ter raizes reais. 


Da solução de Báskara, temos que: 
f(a)20 © «= 


Para que as raizes sejam todas complexas, o conteúdo do radical deve ser 
negativo. Ou seja: 


a2-16<0 ^ | la|< 4 


Ou seja, todos os valores de a com módulo menor que 4 tornarão f(x) sempre 
positiva. 
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Uma caracteristica bem notável dos gráficos polinomiais é a presença de 
“vales” e “picos”. Esses pontos são chamados de pontos de mínimo e 
máximo locais. Em outras palavras, dentro de uma vizinhança do ponto de 
máximo este ё o ponto com maior ordenada у (dentro de uma vizinhança do 
ponto de minimo este é o ponto com menor ordenada y). 


A partir de um teorema bem conhecido do Cálculo (para ver a demonstração 
sugerimos que procure algum material que aborde o assunto de Derivadas), 
conhecido como Teorema de Rolle para funções continuas e deriváveis, 
como é o caso dos nossos polinômios, segue o seguinte resultado 
importante, bastante intuitivo: 


Entre duas raízes de um polinômio haverá sempre um máximo ou um minimo 
local. 


Resultado 6.1.2 


Por incrível que pareça, só essa informação já permite que resolvamos 
alguns exercicios bastante interessantes. 


Exemplo 6.1.b Determine o domínio da função: 
fo) 2In(x?*-x) , 
onde In representa a função logaritmo natural. 


Solução: Sabemos que a condição de existência do logaritmo natural é que 
o logaritmando seja sempre positivo. A questão consiste, portanto, em 
determinar os intervalos de x em que a seguinte função é positiva: 


р(х)=х?-х 

=x.(x2-1) 
х.(х-1).(х +1) 
Uma simples fatoração nos deu as raizes do polinômio do terceiro grau. Para 
valores de x próximos а *«, o polinômio assume valor negativo (o limite 
quando x tende ao infinito negativo é negativo), e para valores próximos a 


+0, O polinômio assume valor positivo (o limite quando x tende ao infinito 
positivo é positivo). 


Ora, sabemos que o polinómio vem do infinito negativo quando x é próximo 
de —»; em seguida deve cruzar o eixo Ox em x = -1, depois em x = 0 
e finalmente em x = 1, e seguir para o infinito positivo com o aumento 
indefinido de x. Além disso, do resultado 6.1.2, sabemos que entre cada um 
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dos cruzamentos com o eixo x, O polinômio tem máximos e minimos locais. 
Tais informações já nos dão uma idéia boa a respeito do formato do gráfico 
de p(x): 


Fig. | 


O gráfico da figura | já nos responde a pergunta de quais são os valores de x 
que tornam o polinômio positivo: 


Já dá pra começar a sentir a importância da análise gráfica ? 


Os pontos de máximo e de mínimos locais são pontos do gráfico que 
possuem inclinação nula. Ou ainda, da definição de derivada (ver Apêndice), 
são pontos da função que anulam a sua derivada (atenção para o fato de que 
nem todo ponto para o qual a derivada do polinômio se anula será um ponto 
de máximo ou minimo - ver Apêndice). 


Se x = k é um ponto de máximo ou de mínimo local de Р(х), então P'(k) = 0. 
Resultado 6.1.3 
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Ainda do Apêndice, temos: 


Se P'(k) > O, então o polinômio é estritamente crescente em x = k 
Se P'(k) < 0 , então o polinômio é estritamente decrescente em x = К. 


Resultado 6.1.4 
E. também: 


Se P”(k) > 0, então a concavidade do polinômio é para cima em x = К. 
Se P"(k) < 0 , então a concaviadade do polinômio é para baixo em x = k. 


Resultado 6.1.5 


Os ultimos três resultados nos dizem que, conhecendo as derivadas da 
função (que no caso do polinômio é facilmente encontrada) e seu 


comportamento, podemos extrair ainda mais informações a respeito do 
gráfico do polinômio. 


Exemplo 6.1.c Mostre que o polinômio a seguir possui somente uma raíz 
real. 

P(x)=3x)-2x2+9x-6 
Solução: 


Como o termo de maior grau é de ordem impar, para valores de x próximos a 
-о, O polinômio assume valor negativo (o limite quando x tende ao infinito 
negativo é negativo), e para valores próximos a +«o, o polinômio assume 
valor positivo (o limite quando x tende ao infinito positivo é positivo). 


Essa simples análise nos permite dizer que o polinômio deverá ter pelo 
menos uma raiz real (como ele assume valores negativos e valores positivos, 
existirá pelo menos um ponto de cruzamento com o eixo Ox). 


Além disso, note que: 
P'(x) 29x?- 4х +9 


O polinômio derivado P'(x) é uma função do segundo grau cujo determinante 
é dado por: 


A=36-4.9.9<0 


Analogamente ao Exemplo 6.1.a, como o determinante é negativo, e existem 
valores positivos de P(x) (como por exemplo P(1) = 14 > 0), a fungáo do 
segundo grau será sempre positiva. Com isso: 


176 Matemática em Nivel IME/ITA 
P'(x)»0 VxeR 


Do Resultado 6.1.4, temos que P(x) é estritamente crescente em toda reta 
real. 


Ora, como a função é estritamente crescente, se ela cruza uma vez o eixo 
Ox, ela náo cruzará novamente. Como já foi garantido de que existia um 
cruzamento, acabamos de garantir que este cruzamento é único! 


Como ficam os gráficos no caso dos 
polinômios possuir raizes múltiplas? 
f 


Boa pergunta! A resposta se resume basicamente à discussão final do 
Apéndice A.2. Como consequência direta do Teorema Apêndice.8, segue 


Seja P um polinômio no qual x = k é uma raíz múltipla de multiplicidade n. 
Ou seja: 


Р(К)=Р'(К)=Р"(К)=Р'"(К)=...=Р'@7(ку=0 еР(") (к) = 0 


Se n é par, então x = k é um ponto де máximo ou mínimo local. 
Se п é impar, então x = К é ponto de inflexão horizontal (п> 1) 


Resultado 6.1.6 


Veja o resultado 6.1.6 ao analisar a representação gráfica do polinômio: 


Р(х) = A -1)y.(x +3). (x +1) 
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Fig. 6.1.4 


Exemplo 6.1.d Sabe-se que o polinômio a seguir possui uma raiz natural. 

Determine-a. É possivel dizer se existe mais alguma raiz real positiva ? 
Р(х) = (х-1)°.(х + 1) - 32 

Solugáo: 


Desenvolvendo Р(х): Р(х) = х* – 2x? + 2x - 33 


O enunciado nos disse que há uma raíz natural. Do Resultado 5.1.1, 
sabemos que se existe uma raíz natural, ela deverá dividir o termo 
independente do polinômio. Ou seja, a raiz natural é divisor natural de —33, o 
que nos dá as seguintes possibilidades: 1, 3, 11, 33 


Por inspeção, vemos que: Р(3) = (3 – 1)°.(3 + 1) - 32 = 8.4- 32 = 0. 


Ou seja, 3 é a raiz natural do polinômio. Devemos agora descobrir se o 
polinômio possui outras raizes reais positivas. Basta analisar os demais 


fatores do polinômio. Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini chegamos a (fica 
como exercício ao leitor): 
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P(x) = (x - 3). (х? + x?+3x +11) 


Vimos no exemplo 6.1.c que uma saida interessante pode ser estudar o seu 
comportamento gráfico. Analisando o polinómio com os demais fatores de 
P(x): 

О(х) = x + x? + Зх +11 


Note que: О (х) = Зх? + х + 3é sempre positivo (por motivos análogos à 
analise feita no exemplo 6.1.с), е com isso, do resultado 6.1.4 temos que 
Q(x) é estritamente crescente. 


Como Q(0) = 11 > 0, e sabemos que Q(x) continuará crescendo a partir de x 
= 0, Q(x) não poderá voltar a cruzar o eixo x, em x > 0. 


Como exercicio, leitor, tente mostrar que Р(х) possui sim outra raiz real, 
porém negativa. 


6.2 Comportamentos Especiais 


Polinômios de funções pares 


Um polinômio é dito de função par quando, para todo x real, vale que 
Р(х) = P(-x) . Um polinômio será de função par quando possuir apenas os 
coeficientes acompanhados de potências pares de x. 


Exemplos: 

São polinômios de funções pares: 
P(x)2x*-5x? +7 
Р(х) = -xf +x? +1 


P(x) = х2008 


Como P(x) = P(-x) sempre, existirá uma simetria em relação ao eixo das 
ordenadas no gráfico dos polinômios P(x) de funções pares. 
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Fig. 6.2.1 — Exemplo de Gráfico de um polinômio de função par 


Polinômios de funções impares 


Um polinômio é dito de função impar quando, para todo x, real vale que: 


Р(х) = -P(x) 


Um polinômio será de função impar quando possuir apenas os coeficientes 
acompanhados de potências impares de x. 

Exemplos: 

São polinômios de funções impares: 

Р(х) = x? - 938 

P(x) = -x +x + х9 

Р(х) = x2007 


Сото Р(х) = — P(-x) sempre, existirá uma simetria em relação à origem do 
plano cartesiano. 
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Fig. 6.2.2 - Exemplo de Gráfico de um polinômio de função impar 


OBS: Cuidado: se um polinômio não é de função par, não necessariamente 
será de função ímpar. 


Exemplo 6.2.a (IME 2001) Resolva novamente o exercicio de fixação 4.24, 
propondo uma solução por meio de análise gráfica. 


Solução: 


Note que, como P(x) = P(1 — x) para todo x real, podemos fazer a seguinte 
substituição: 


1 
X=X+— 
2 


O que nos levará a: 
+>) = e(2- к) Ух' єв 
2 
Repare que рага qualquer valor de x’ real, a quantia Vf —x' e % + х’ darão 


a mesma imagem no eixo das ordenadas. Ou seja, existe uma simetria do 
gráfico de Р(х) em relação à reta vertical x = 72 . 
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Ou ainda, o polinômio na variável x' é de função par ! 
P(x)=a(x) «b. +c.(x')2 + d.(x') + e 
Isso nos leva, diretamente, à conclusão que os coeficientes dos termos de 


expoente impar em x' são nulos. (b = d = 0). Voltando à variável x devemos 
ter que os polinômios que atendem à condição do enunciado são do tipo: 


F NY iS 
| P(x)=a(x-Y2) +c.(x-1/2} +e aeR', cee ej 
Náo é difícil mostrar que é o mesmo resultado (escrito diferentemente) obtido 


| 
A 
na resolugáo do Exercicio 4.24 (deixamos a verificagáo como exercicio). 


Deslocando o gráfico 


No exemplo 6.2.a que acabamos de ver foi feita uma mudanga de variáveis 
do tipo: x' = x —k onde k é uma constante. 


Graficamente, essa mudança nos dá o polinômio em um novo referencial (um 
novo sistema de coordenadas) deslocado k unidades para a direita. Veja a 
figura abaixo. O mesmo ponto A no sistema xoy tem abcissa a e no sistema 
X'oy' tem abcissa а’ = a — k. 


x A = (a' + k ,b )xoy 
I = (a', D)xoy 
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Como ficará, portanto, o gráfico de P(x — k) em comparação com o gráfico de 
Р(х)? 


Muito bem, o gráfico Р(х — К) corresponderá а um gráfico semelhante ао 
gráfico de P(x), porém representado com referência ao novo sistema de eixos 
x'oy'. Como a mudança x' = x — k indica um par de eixos à direita do original, 
é como se o gráfico da função tivesse transladado para a direita em relação 
ao original. 


Veja a comparação entre os gráficos y = x* e y = (х - 3). 


Fig. 6.2.3 


Subtrair k do argumento do polinómio translada o eixo k unidades d 
direita. 


Resultado 6.2.1 


O que acontece porém adicionarmos uma constante ao polinómio. Ou ainda, 
qual é o resultado gráfico de P(x) + k? 


Ora, para um mesmo valor de x, estamos tomando a imagem dele sobre P e 


adicionando uma constante. Ou seja, cada ponto do gráfico terá sua imagem 
acrescida de k unidades. Ou ainda: 


Somar k ao polinômio translada o seu gráfico de k unidades para cima. 


Resultado 6.2.2 
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((х)+2 © ta 


D 


/ f(x-2 


f(2 и 


“ 


Fig. 6.2.4 


As Equações do Segundo Grau 


Os gráficos das equações do segundo grau (conhecidos como Parábolas) 
possuem algumas propriedades interessantes. Uma boa primeira observação 
é que os gráficos de funções do tipo a.x? + b.x + c possuem uma simetria com 
relação à reta vertical que passa pelo seu vértice. 


O vértice da parábola é definido como o único ponto critico da função, e pode 


ser facilmente localizado utilizando-se do resultado 6.1.3 
f(x)=ax?+bx+c 


f(x)=0 < 2Zax,+b=0 S 


Tendo o valor da abcissa, uma substituição simples nos dará o valor da 
ordenada do vértice da parábola. 
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O teste da segunda derivada (Resultado Apêndice.6) nos permite determinar 
se o ponto critico é um ponto de máximo ou de mínimo. 
Е Pes mdi 
sea>0 f tem concavidade para cima 
(ponto de mínimo) | 


f"(x,)= 2а = 
se а<0 f tem concavidade para baixo 
(ponto de máximo) 


SIR ain 


Ou seja, apenas do sinal do coeficiente do termo de maior grau da equação 
quadrática conhecemos a concavidade do seu gráfico. 


a<o | 


Fig. 6.2.5 


Podemos, com o resultado que acabamos de obter generalizar o resultado 
que obtivemos no Exemplo 6.1.a. 


Seja f(x)=ax?+bx+c 
Se a > 0 (parábola de concavidade para cima) e a=b2-4ac<0, então fé 
sempre positiva. 


Se a < 0 (parábola de concavidade para baixo) e a=b?-4ac<0,entãofé 
sempre negativa 


Resultado 6.2.3 
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Um outro resultado surge a partir da seguinte análise gráfica. “Dado um 
número real w, como saber se ele está entre ou fora do intervalo das raizes?" 
Repare a figura a seguir. 


a>0 | 


м) < 0 


Fig. 6.2.6 - O produto a.f(w) é negativo em ambos os casos acima 


/ 
\ f(w) > 0 7 


[a>0 | 


Fig. 6.2.7 - O produto a.f(w) é positivo em ambos os casos acima 


De modo geral, podemos dizer que: 


Seja f(x) = a.x? + b.x + с de raízes x, < Xz, e w um número real. 


a.f(w) < 0 <> o número real w se encontra entre as raizes (x, <W < x; ). 


af(w) > 0 <> o número real w se encontra fora do intervalo das raizes 


(w«x, ou w» Xj) 
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Resultado 6.2.4 


Entendi o raciocínio e gostei da idéia! 
Mas acho que vai ser difícil decorar 
essa regrinha do Resultado 6.2.4. Eu 
realmente vou precisar algum dia 
disso? 


— 


\ 


Autor: Esses resultados são importante saber sim! Veremos ит exemplo a, 
seguir (e alguns outros nos Exercícios de Fixação) que são incrivelmente 
facilitados com a análise dos resultados como o 6.2.4. 


Lembre-se: Todo mundo tem dificuldade em decorar. Não é só você! E mais 
importante que se tenha o raciocinio compreendido do que o resultado 
decorado. Lembrando do raciocinio, deduzir o resultado na hora da prova é 
moleza! 


ixemplo 6.2.b Considere a função do segundo grau abaixo com parâmetro 
л real. Determine os valores possíveis de m para que a função possua duas 
“aízes reais distintas, ambas menores que 2 ou ambas maiores que 2. 


f(x) = m?.x? +x +16.m 
Solução: 
A primeira restrição é que a função deve possuir 2 raizes reais distintas. Para 
isso, seu determinante deverá ser positivo. 


A=1-64mº>0 


Traçando (trace como exercício) o gráfico da função de m, 1- 64.m?, vemos 
que a mesma é positiva para m < Y (condição 1). 
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Fig. | 


Além disso, o enunciado pede que as raizes sejam ambas maiores que 2 ou 
ambas menores que 2. Em outras palavras, ele pede que 2 esteja fora do 
intervalo das raizes de f. 


Do resultado 6.2.4, segue a condição para que isso ocorra: 
m?f(2)>0 = m?(4m?+16m+2)>0 > 4m?+16m+2>0 


>0 


Traçando o gráfico (trace como exercicio) da função de m, 4m? + 16m + 2, 
vemos que a mesma é positiva para: 


m > 


E Ла 
2 


-2 ou т< -2- 2 (condição 11) 
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Fig. 11 
Da interseção entre as condições | e Il, segue a resposta: 
a4) j 4 1) 
Resposta: т = E х 2-42) Е Eu i 


“за 


3 


6.3 Teorema de Bolzano | 


Estudaremos agora um resultado do matemático italiano Bernard Bolzano. 


Sejam a e b (a « b) nümeros reais e, f uma função continua no intervalo 
[a,b] tal que f(a) e f(b) têm sinais opostos. Então, existe um real с e [a,b] tal 


que f(c) = O (ou ainda, existe uma raiz real de f entre a e b). 


Resultado 6.3.1 Teorema de Bolzano 


A demonstração do teorema de Bolzano pode ser feita a partir do Teorema 
do Valor Intermediário (ver Apéndice), bem como ser feita também, de 
maneira inteiramente independente. Como nos interessa a interpretação 


gráfica do teorema, faremos apenas uma verificação intuitiva da validade do 
resultado. 


AS НИР ‹ ИНИЦИРАО ` 
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A Análise gráfica de um problema 
pode permite tirar conclusões bastante 
poderosas. muito embora possam 
parecer simples a primeira vista. 


e 
-A 


hc m Ps aged 


Bernard Bolzano 1781-1848 


As condições do teorema de Bolzano supõem que a função é continua no 
intervalo estudado e que f(a) e f(b) têm sinais contrários. Ora, se a função 
tem sinais contrários em a e em b, e deve ser continua em [a.b]. para 
atravessar de um lado para o outro da reta Ox, ela teve que cruzá-la em 
algum ponto! 


Beleza. mas isso não é óbvio? 
Que proveito posso tirar disso?? 


O teorema de Bolzano pode não parecer, mas é uma ferramenta 
poderosissima de busca de raizes de funções continuas (como é o caso dos 
polinômios). Muitos métodos computacionais (os chamados métodos 
numéricos) de determinação de raizes utilizam esse teorema aparentemente 
“óbvio". 
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Tome o seguinte procedimento: 


i) Dé um chute inicial para o intervalo [a,b] de uma função f contínua 

i) Calcule f(a) e f(b), e calcule também o produto f(a).f(b) 

ii) Se f(a).f(b) = O, temos de imediato que a ou b (ou ambos) é raiz de f. 

iv) Se f(a).f(b) < O, temos que fía) e f(b) têm sinais contrários. Саітоѕ 
entáo no Teorema de Bolzano, e sabemos que existe uma raíz entre a 
е b. Podemos tomar agora um novo intervalo [c,d] contido em [a,b] е 
repetir o processo de busca até encontrarmos uma vizinhanga bem 
restrita contendo a raiz. 

v) Se f(a).f(b) > O, não estamos na condição do teorema de Bolzano. 
Chutamos. entáo, um outro intervalo [a,b] para a busca. 


O procedimento acima parece ser um processo bastante cansativo para 
chegar até uma raiz de um polinómio. Porém, computadores potentes fazem 
a rotina descrita em muito pouco tempo. Acabamos de mostrar como criar um 
algoritmo numérico de determinação de raizes de funções continuas! 


Na verdade nós também já usamos o Teorema de Bolzano. Refira-se 
iovamente aos exercícios 6.1.c е 6.1.d e identifique em que momento foi 
isado o raciocinio do Teorema de Bolzano. 


Extensáo do Teorema de Bolzano 


Mais interessante do que o teorema de Bolzano em sí, é a extensáo do 
mesmo que veremos agora. Considere as mesmas condições de hipótese 
que as do teorema. 


Se f(a).f(b) > 0, sabemos que f(a) e f(b) têm o mesmo sinal, e portanto estão 
situadas no mesmo semiplano com referência ao eixo das abcissas y = 0 
(pode ser que ambas estão abaixo de у = 0 ou ambas acima de у = 0). Como 
a função é continua, podemos ter algumas possibilidades como as ilustradas 
a seguir: 
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— 


EN 


Voa 


Fig. 6.3.1 


Podemos generalizar todas as possibilidades dizendo que. se f(a).f(b) > 0, a 
função cruza um número par de vezes (ou nenhuma vez) o eixo Ox. 
Interessante, não? 


No caso em que f(a).f(b) < 0, teremos algumas possibilidades, entre as quais: 


/\ 
bow 
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E 


i 
2 
I 


Ses NS 


Fig. 6.3.2 


Ou seja, se f(a).f(b) < 0, a função cruza um número Ímpar de vezes o eixo 
Ox. 


Sejam ae b (а < b) n números reais, e f uma funçao; continua no intervalo [a,b]. 
- Se f(a).f(b) = 0, a ou b (ou ambos) é raiz de f. 


- Se f(a).f(b) > 0, f possui um número par de raizes reais (ou zero raízes | 
reais) em [a,b] 


| - Sef(a). f(b) < 0, f possui u um número o impar Че raízes | reais em la, b]. 


Resultado 6.3.2 Extensào do Teorema de Bolzano 


Exemplo 6.3.a Considere P(x) =x? — 3.x +1. Quantas raizes reais existem no 
intervalo aberto (0,1)? 


Solução: 
Primeiramente, devemos notar que: P(0)=1eP(1)=-1 


De acordo com o Resultado 6.3.2, a Extensáo do Teorema de Bolzano, como 


P(0) e P(-1) possuem sinais opostos, temos um número impar de raizes 
reais em (0,1). 


ll | 


o ишш 


6 Análise Gráfica de Funções Polinomiais 193 


Ora, sabemos que o grau do polinômio é 3, e portanto pelo Teorema 
Fundamental da Álgebra, esse número impar só pode ser 1 ou 3. 
Repare agora que, P(3) = 1. Ou seja, P(1) e P(3) têm sinais opostos. 


Agora do teorema de Boizano (Resultado 6.3.1) segue que existe pelo menos 
uma raiz real em (1, 3). 


Como (0,1) não está contido em (1,3), a única possibilidade é que exista uma 
única raiz real em (0,1). 


| Resposta: há somente uma raiz real em (0,1) | 
| 
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6.4 Exercícios de Fixação | 


š é : - 
Exercício 6.1 (IME - 1983) Dada а equação, сот т real: | 

2mx2 -2x-3m-2=0 | 
Determine m para que uma raiz seja inferior a 1 e a outra seja superior a 1. | 
Exercício 6.2 Dados f(x) = ax? + b.x + с. Sabendo que x = 1 está entre as | 
raizes e que a > 0, podemos afirmar que: 


(а)а+Ь+с>0 (Ы) a+b+c<0 (c) Ь2-4ас<0 (da*b-2c»0 


Exercício 6.3 А Determine os valores possíveis рага m de modo que a 
equação abaixo tenha duas raízes reais x; e x; tais que: —1 < х; < 4 < X2 


(т -2).х° -2тх+2т-3=0 


Exercicio 6.4 (IME — 2000) M Considere а, b, c números reais tais que 
a < b < c. Prove que a equação abaixo possui exatamente duas raizes x: e X2 
que satisfazem a condição: a < x, < b <x < c. 

1 1 1 


+ + = 0 
х-а x-b x-c 


Exercicio 6.5 Considere o polinômio P(x) abaixo. 
P(X)=x) + a, x] +..+ арх + 1 


Sabe-se que Р(х) tem coeficientes inteiros e que P(1) > O. Sabe-se também 
que Р admite uma raíz real К, bem como uma raíz complexa não real. 
Portanto, dentre as afirmações abaixo, a falsa é? 


i) Se k é racional, então k = —1 

ii) Se k pertence a (0,1), pode ser que n = 3 

iii) Não existe polinômio q com coeficientes inteiros tal que p = q.(x-1) 
iv) O número de raízes no intervalo [0,1] é par 

v) Uma das afirmações é falsa 


Exercício 6.6 Para que valores de b a equação abaixo admite 3 raizes reais, 
distintas duas a duas? 


1 
| 
x2-3x2-9x+b=0 | 
Exercício 6.7 % Determine o número de raizes reais do polinômio: | 
| 

Р(х) 2 x «x? + x? + x^ - 500 | 


a pr ers cs AÑ 


——sn ащ 
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Exercicio 6.8 (ITA — 2001) Com base no gráfico da função polinomial f(x) 
abaixo, determine qual é o resto da divisão de f(x) por g(x): 


g(x) = E Sh -1) 


Fig. Ex-6.8 


Exercício 6.9 Trace o gráfico da seguinte função polinomial 
Р(х) = х? - 4x «1 


Exercicio 6.10 Referindo-se à solução gráfica da questão anterior, esboce os 
gráficos das seguintes funções: 


M(x)=P(x)+1 ; N(x) = 3.Р(х) ; О(х) = Р(х +3); R(x)=P'(x) 


Exercicio 6.11 (ITA — 1991) Seja 5 o conjunto de todas as raizes da 
equação Р(х) =12.x? -16.x? -3.x+4=0 . Podemos afirmar que: 
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a) Sc (1,0) u (0,1) o (1,2) b) Sc (2-1) u (0,1) v (3,4) 
c) Sc [0,4] d) S < (-2,-1) о (1,2) v (3.4) 
e) NR.A 


Exercicio 6.12 Considere uma função do segundo grau genérica . O que 
acontecerá com o gráfico da função se mantivermos os parámetros a e b 
constantes e variarmos c nos reais? O que acontecerá se mantivermos os 
parâmetros a e c constantes e variarmos b? E finalmente, mantendo os 
outros dois constantes, e variando a? Dê embasamento ao seu comentário 
com o uso de gráficos ilustrativos. 


Exercício 6.13 Demonstre que toda equação do segundo grau a.x? +b.x +C 


possui um eixo de simetria em x = -b/2a. 


Exercício 6.14 (ITA — 2002) Dada a função quadrática: 
2 1:3 
f(x) = x?.In Â + x.In6 - – 10 
n) $^ 4 2 


a) A equação f(x) = O não possui raizes reais. 

b) A equação f(x) = O possui 2 raizes reais distintas e o gráfico de f possui 
concavidade para cima. 

c) A equação f(x) = O possui 2 raizes reais iguais e o gráfico de f possui 
concavidade para baixo. 


d) O valor máximo de f é (In2.In3)/(In3 - n2) 


e) O valor máximo de f é 2.(In2.In3)/(In 3 -In2) 


Exercício 6.15 (ITA — 2005) M Determine todos os valores reais de a que 


façam com que a equação abaixo tenha exatamente três soluções distintas: 


(х-1)* -|x-al 


€... a 
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Capítulo 7 
Resoluções Comentadas 


| Soluções — Capítulo 1 | 


Exercicio 1.1 
Lembrando dos resultados notáveis da seção 1.2 


ze = = 


Sabendo que as potências reais de i são as de expoente par, n deve ser 
impar. 


Exercicio 1.2 Vamos simplificar a expressão dada: 


22i 1 (tge-i| _ (1-1)(%90-1) 
tge +i TUE (920 +1 
Lembrando, da trigonometria, que: sec?0 = 1920 +1 ve є Е 
Temos: 
i-1 _ (i-1)(tge-i) _ (itgo+1-tg6+i) 
© tg9+i — tgo«1 sec? 
_ (1- tg0)- i (tg0 +1) 
š sec?8 


Para que o complexo esteja sobre a bissetriz do primeiro quadrante, sua 
parte real deve ser igual a sua parte imaginária e ambos devem ser positivos! 


(1-198) _ (1+ tg8) 
seco  sec?0 
1- 

(1-08) 98) e 


вес ?Ө 


o {00=0 © 0=0 


dX sempre que: |г| = 1. 
1+ x- yi 


Isso é equivalente a mostrar que: (x + у1)(1+ x - yi) = 1» x+ yi 


Exercício 1.3 Basta mostrar que: x + уі = 
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Partindo do lado esquerdo da igualdade a ser mostrada: 
(x * y i)(1+x- yd) = x+ y d+? - yf +у1+ xot - y^? 
=x+yi+x? £y? 
E 
= 
=x+yi+1 
n(x-yl)(1-x-yi)2 x+ y d+ 1 


Como z é diferente de -1, segue: 
х+уі+1 


х+уі= 
À 1+x-yi 


Exercício 1.4 Seja 'k' essa raiz real. 
P(k)=k?+(a+bi)k+(c+di)=0=0+0i 
= (K* «ak +c)+ (bk « d)i 2 0 «Oi 
Da identidade, igualamos parte real de um lado à parte real do outro lado e 
parte imaginária de um lado à parte imaginária do outro lado da igualdade 


k2+ak+c=0 (i) 


k?+ak+c=0 de 
bk+d=0 к=-3 (ii) 
De (ii) em (i): 
2 
=(-5) +al-g)re-o —  d'-abd-«cb*-0 
b b 


Exercício 1.5 
(ke) _k?-1+2ki 
(0 k*«1 К?+1 


Queremos saber em que condições a expressão acima pode representar um 
complexo do tipo x+y.i 
(Exi) 
=X 


(==) E PN VE 
k? +1 k2+1) ` Te S 2k 
(СЕ 
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o e E [an 
(e) PO 


° 
o xX+y=1,xx1 


Que é justamente a condição inicial do problema! Como todas as passagens 
foram de "se e somente se”, a ida e a volta valem sempre! 


* - Pudemos fazer isso pois 1-х? = у 20 e com isso a fração torna-se 
sempre positiva. 


Exercicio 1.6 Vimos que as raizes n-ésimas da unidade são: 


1, cis[ 2) cis[ 4) os SE ) m ез| ша 


Pegando 2 quaisquer números consecutivos dessa sequência, temos que а 
razão entre eles é sempre um mesmo número (Fórmula 1.5.2) 


Portanto as raizes n-ésimas da unidade formam uma P.G. de razão q dada 
acima. 
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err = = > vr 


I Exercício 1.7 Seja 2 =r.cis0: 
5 - 


| z? = -2 
j o (reiso)? = -(гсіѕ9) > rŠ cis (50) - -r.cis(-8) 


e rŠ cis(58) = (cisx).r.cis (-9) 


o rŠ cis (59) = r.cis (x — 8) 


[5 =r, r20 
[50 = (x-0)+2.k.x 


(las) ¿(Bm asf I) 55/25) af HEN 
paa) 


Exercício 1.8 Sendo z de módulo unitário, z = сіѕ : | 
z" ^  cis(n8) 
16221  1«cis(2n0) 


¡Usando a Fórmula 1.3.1: 
| z? cis(no) _ cis(n8) oes R 
| 1422?  1+cis(2n8) 2.соз(п0).сї&т0)  2.cos(n0) 


í Exercicio 1.9 Lembremos as duas propriedades (Formulas 1.2.2 e 1.5.5): 

| fz +Z -2Re(z)eR 

| |22 -[z єк 

| Da Lei de De Moivre: 

| 1.2.2 

| (25 +28 )= Ci cis(5.argz) + Iz? «is (-arg5z)) = 2|zP .cos(5.argz) e R 


; Segue então que o produtório analisado é um produto de números reais, que 


| é real. 
шыл 


mt 


e ы: 
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Exercício 1.10 
а, = 2 (va +i)= зт E) 


E fácil notar que se os módulos estão em PG e os argumentos estão em PA, 
então os termos da sequência são complexos em P.G pois: 


a, = |а, |.cis(arga, ) = la.|q cis(arga, + (n - 1).r) 
= ja,|.cis (arga, )(la|.cis (my 


=a, qu 
Da lei de formação da PG: a, = аза? 


Da radiciação (Formula 1.5.7): q= 


De onde segue que, сото |а| = 1/3 < 1: 


OBS: A soma pode ter 3 diferentes resultados satisfazendo as condições do 
problema. 


Exercicio 1.11 Seja z um elemento qualquer de A. Isto é: 
2=х+уі, Xye Е, x?^«y?z 1. 


Vamos determinar a imagem desse complexo pela função g. 
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g(x + yi) = (4 + 31)(х + yi)+ 5 -і= x'+ y'i o 
€» (4x+4yi+3xi-3y)+5-i=xryio 


o (4x-3y + 5)+1(4у +3x-1)=x'*y'¡> 


[4x-3y+5=x' 
14у + Зх -1=у' 
Resolvendo pra x e y: 
3y'+ Ax'- 17 
X = Е 
| 25 
| _ 4у'—3х'+19 
ЖЕ 25 


Сото х?+у?=1 


' 1 “2 1 " `2 
p J — J e 
25 25 


= ((3у+ 4х)? –34.(3у'+4х') +17) +((ay- 3x’)? +38.(4у'—3х') +19) = 25° 


€» 25х'2 + 25у'? + 50у'– 250х'+650 = 25? 
25.1 
© x'"-y'*-2y'-10x'- 26 = 25 


o (х'2-10х'+25) + (у'2+ 2у'+1) = 25 
e (x-5y + (у 1)? = 25 


A equação acima representa uma circunferência de raio 5 e centrada по 
ponto (5,-1). Para maior referência, consulte um livro de Geometria Analítica. 


Exercício 1.12 


(2+1) +25 = 0 > (2+1)? =-2 (+z) 


5 
> (E) =-1 
z 
Da Formula1.5.7 : 
0 


2+1 + 
> (H) - 363 - es (28 =) 
z 5 
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2kr+ a 


уар e ый опае Ө = 
2 2 


1 1 1 (соѕ0 —1)—i.sen8 
Cis6-1- (cos0—1)+isen@  (cosd-1)+isenó (cost - 1)-i.seno 


(cos6 - 1) -isena (cos — 1) -iseno 


| 
{ 
| " š 
(cose - 1° + (seno) соѕ?0 + sen?0 – 2.cos 0 +1 
| 
1 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
{ 
l 


.(cos0-1)-isen8 _ (cos8-1) iseno 
2-2.cos8 2(1- cos0) 2(1- cos) 


255 Ea ¡seno 


2 2(1-cos0) 


| | 
>Re(z) =- — I 
| | 


Logo z pertence a uma reta paralela ao eixo imaginário no eixo complexes 
(uma vez que sua parte real é constante). | 


Exercício 1.13 Devemos nos atentar ao fato de que o enunciado pediu “uma” 
solução, deixando em aberto a possibilidade de haver mais de uma. | 


Verifiquemos isso agora: 
РА: b-r b. b+r z = cis 


Ез 
zê zz z 


1 1 1 1 


cis(a6) ` cis(b6) ` cis(c8) cis(90) T 
= [cis(a0)) ` +(cis(be))” +(cis(co))” = (cis(96)) " e 
© cis(-a8) + cis(-b8) + cis(-c8) = cis(-90) < 
a cis(-(b -r)e) + cis(-b9)+ cis(-(b +r)8) = cis(-90) < 
< cis(-b0+r0) + cis(-b0)  cis(-b8—r8) = cis(-98) > 


| A AA tdi ta rm n de 
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Formula1.5.1: 
cis(-b8) 


| = A ce strom > 
| = ds(-60) esr) ete кеду = сі(-90) > 


! Note que, de fato, existem mais de uma solução para essa condição. Para 
+ facilitar, vamos tomar г = 1, 8= 5 


o Ku 


NN 
cis (r8) 


= cis((b-9)8) > 


(cis (ro) +cis(ro)+1| 
ad cis(r8) 


= cis((b- 9)8) > 


s pen: 1) 4 cis(r0) 


cis(r0) | 
ia E Е =cis((b-9)0) > 


€» 2.cos(r8)+1=cos((b-9)0)+isen((b-9)0) > 


[2.соѕ (r6) «1 = cos [(b — 9)8) | 
0 - sen((b - 9)6) 


| 2.cos[ 2 +1= соз (o - 95) 


1 1 1 1 
PIP z Бы - | 
|o =sen((o-9)3) | 
4 4 | 
cos((9-9)3)=1 i 
л pe 
©. e (b-9)7 =2kn keg l 


f \ 


sen[(b-9)7] 0 


o (6-9) =4k keZ 
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Uma solução válida, por exemplo é: 


Exercicio 1.14 
E 14x? 
X *X-2.cos0 = —— = 2.с050 
x 
2cos0 + ./4(cos?0 - 1) 
> x'-(2cos0)x «1-0 С ке ачаа 


_ 2со50+2./-ѕеп?Ө 


2 = Cos 8 +isen8 = сіѕ(+0) 


Com isso: 


x 2998 + x2008 = (eis (=ө)) 2% + (сїв(+ө)) ^" 


= (cis(x 2008.0)) + (cis(« 2008.0)) 
=2.cos (2008.0) 


x 2005 + x2008 — 2 cos (2008.0) 


Exercicio 1.15 Determinemos primeiro as raizes do polinômio divisor. 


2 dH. m =) 


X +х+1=0 O х= cae 


P(x)=(x+1)"+x"+1 


eá) *(es(e254) +1 
+ (cis(+mzz))+ + (cis(+2m/)) 


Soma de P.G. (с (т) -1 is(emsA)J -1 , (-1)" -1 
(60%) 1 (т) - 


> P[es[ z)h; Bl. +(cis(22g))" +1 
is 
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Para m par, excetuando os múltiplos de 6, teremos que P(w) = 0 onde w é 
uma raiz qualquer de x? + x +1=0. Portanto o conjunto solução é: 


m par, exceto múltiplos de 6 


Exercício 1.16 Seja z = a + bi 


2 Formula1 5 5 = z-0 
z'«z*-|z[l' «22-0 o 22+22-27+22 = 0 o (ou 
22+2-2+2=0 
Se 2 +0, 
(a2-b?+2abi)+(a+bi)-(a- bi)+2=0 
2ab+2b=0 m [6=0 oua=-1 
a2-b?+2=0 la?-b2+2=0 


Š =0, a?+2=0 (nãoconvém pois'a' é real) 
© ¡ou 


ei b = 1/3 


Exercício 1.17 O número complexo z possui argumento igual a 45º quando 
sua parte imaginária for igual sua parte real. Vejamos a condição para que 
isso ocorra: 


1-cosa _ 1- 2соѕа + 2.ѕепа Es 1-cosa _ 1-2cosa+2sena 
sena.cosa sen2a sena.cosa 2.sena. cosa 


o 2-2cosa =1-2cosa + 2sena œ sena = 7 o 


Exercício 1.18 2 = |z|.cis8 


NE CS i K 
lzl-iz _|zļ-iļzļcis0 1-icise 17 is; cis т-ев[в+ 7) 


[zJ+iz l|z+ilzlciso 1+iciso - 


1 + cis 7 cis "ов 3) 


Usando as Fórmulas 1.3.1 e 1.3.2: 
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=-itg 9,x) 
[° Jr Ө л E 4) 
2.cos| — + — |.cis| 4 — 
2 4 


Logo a expressão calculada é um imaginário puro! 


Exercicio 1.19 


Nas passagens a seguir usaremos as fórmulas deduzidas nas seções 1.2 e 
1.5. Tente identificar qual propriedade foi usada em cada passagem! 


| «4| 2iz? + 82 - i L (2iz* + 52 - i) 
1432 + 2iz +3|zP +2/2]) [i+ 322 +2iz +з} +26) 


212?+5z-1 212? +52 «i 


= = === n 
(«322€ sp +214) 1+32*-212+3|2] + 2/2] 
(VERDADEIRA) 


2iz + 31+ 3 
(1+ 2i)z 


"HR _ z+3i+3|_ 
[(1+ 2i) z| 
„212+ 3i+3/_ [2i2+3i+3] _ [212] + 3Ji+ 1] _2|2]+ 342 
“Palo Java Java 8-5 
(VERDADEIRA) 


lll- argw = arg(1+i)+argz?- arg(4v3 + 4i) 


aja 


+2.argz- $^ 2argz+ sa 


(VERDADEIRA) 


Resposta: Opção (A) 


OBS: Esse exercício, a principio, parece ser dificil, mas não é nada mais que 
aplicar as simples propriedades de números complexos vistas durante o 
capitulo. 
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Exercicio 1.20 
Soma de P.G. 25 4 
> 


1+zZ+z2+z3 «z* = 0 =0 > z°=1 z*1 


zeR 
= || =1, k=1,2,3,4 


ER -EGI E 


k=1 k=1 k=1 3 


k 


В 
3 


Portanto, a única afirmativa verdadeira é a lll. 


Resposta: Opção (D) 


Exercício 1.21 Seja 2 = х+уі Xy eR 
(z+i)2+|[2+]2=6 o 22+2.zi-1 +(2+1)(2 +1) =6 


e 22+2.21-1 +(2+1).(2-1) =6 


ozt+2zi-1+(2Z2-iz+iz+1)=6 

e z2+3.zi-iz+|z = 6 

o х? - у? + 2.х.уі+3.х1– 3.у-хі-у+х?+у? = 6 
< 2х? + 2.х.уі+2.хі-4у = 6 

as Pe-2y=3 ne Ы 


[ху+х= 0 SIKE 


y=-1 
Logo: z^-(1-ip => 2° = (1—1)? =-2i 


O menor n natural tal que já z" é imaginário puro é 2, uma vez que: 


n=2 
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Exercicio 1.22 Sendo w uma raiz n-ésima da unidade diferente de 1, temos 
que: w^ = 1 


S = 1+2w+3w2+4w+..nw"! 
Sw = му + 2wW? + 3W? +... + (n - 1). w^"! + пм 
5. (1-м) = 1+ w ew? +w +... + wn + пм 


w^ -1 


-nw^ 


Exercício 1.23. Seja z uma raiz de um polinómio real de grau n. 
P(z) = az" + a, az"! «a, 527? +..+azl +a = 0 
> az raça kay 22?+...+a/2 «ag =0 
Form. 1.2.4 — -—— — — 
> а„2"+а„ 32"! +аџ_22"2+...+а2'+ар = 0 
Fom125___ кады ==0-2 —a — 
> a, +a-Z +а›2°°+...+а,2 +ao=0 


> а?" «a, Z^ «a, 27 +...+ az! «ag =0 
> P(2)-0 


Exercício 1.24 Usando a representação trigonométrica: 


ya b : = ы 2+ 4.cost = X 
2(0) =2+4е' = 2 + 4.с051+і45епі = х+уі o 


4sent = y 
Eliminando o parámetro t: 


cost = 2 2 5 
E х-2 
; semt+cost=1 > (22) .[2) =1 
y 4 4 
sent = 2 
4 


Ou seja, a imagem de z(t) ë uma circunferëncia de centro no complexo 2 (de 
afixo (2,0) ) e raio 4. Note que como t varia em[0,27], a função representa 
uma volta completa sobre esse L.G. 
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|200] =|2 + 4.cost+isent|= J(2+4.cost) + (4 sent)? 


= /4+16.cost + 16. (cos?t + sen*t) 
= v20+16.cost 


Ou seja, o máximo do módulo de t ocorre quando cost = 1 
(Oax = [2(0)]= [z(2m)]= 6 


Exercício 1.25 Generalizando a exponenciação para números complexos 
poderiamos ter: 


in ү Y д^ 1 
i=|e2 | =|e2 "m 


л 


= 0,21 


Exercício 1.26 z = cis8 
> iz--sen0-4icos0 


= el? еч ег“ н.соѕ 8 = e sen0 еі cos 8 


izl gian) 


x 
Exercício 1.27 w = (2052. | = 32.cis = 21642 «i162 


2! 222, W=16N2 0 >2º-227242=0 > qa 2:44 =1+і 
842 2 
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i«cisg Form131/1132 2. cos(0/2)cis(0/2) 
^ -2isen(0/2).cis(0/2) 


1-z 1- сіѕ0 


_ _ Cos(0/2) кү ЕЗ 
^ isen(0/2) ^" 2 


Exercicio 1.29 
Usamos as propriedades 1.5.5 e 1.2.2 a seguir: 


ozo z 1 1 eR 
sz ZZíIzZ Gero Re(z) ` 


Exercício 1.30 
2) = |z| e [f(z) - (9| = |z - 1| 


—————— Fom1.5.5 2 2 
(ff2-f0)(fa-t0) = -tF «Iz -1j 


= f(z).f(z) - f(2).£(1) - ((1).К(2) + ((1).(1) = (z - 1)(z - 1) 
> [fta - (f2)f(0 + f(0.(2)) + Eo? = (z-1)(Z- 1) 
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= | - (f(2)f€0 « f(9-f(2) [f =22-(2+2)+1 


ә yf - (t6) 92) +Nf -(#+)+\ 


ass ЖЕТ 15 Form 1.22 
—f(2f)efüfz-z«z = 2Re(z) 
Exercicio 1.31 
E = (cisa)" =cis(na) ~ E -isen(na) < cos(na)=0 


Sna=ka+> ‚Кє 


o2nu-n=k(2n) ,keZ 


Exercicio 1.32 


у, мук +1 = 


кү _ зү k 
Se к=0 (mod3): era (w°) 1.0 -T n5 
w 


= |Sek20 (mod3): w?* + wÉ +1= w9 + w3t + 4= 


Ou seja: 


2k 


Рага k múltiplo de 3: w* +w* +1 =3 


Para k não múltiplo de 3: w?* +w" +1 =0 


Exercicio 1.33 


[He s ` -(z-w)(z+w)=4+12i 
ac cio E < 

2-W=2+4i z-w=2+4i 
-(z-w)(z*w)24-12i 


21 
lz-w 2 2 - 4i 
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4i-2 2-1 -1-2i 5 


Exercício 1.34 É importante notar (2«i) =(2-i) pra todo n natural. 


2-2! 


Portanto os números complexos só seriam iguais se ambos fossem 
coincidentes sobre o eixo real (ou seja, se ambos forem reais puros). Basta 
então provar que isso nunca acontece. Atacaremos o problema, tentando 
mostrar Im| (2 -iy | = O pra todo n. 


(2-1 = А, +18, . A,.B, e R 
> (2-iJ"' =(A, +1В,).(2-1) = (2А, +B,)+1(2B, -A,) 
D B... 


o Boo = 2B A 


n+1 7 ^*n«1 


E = 2А, +B, 
Вы = 2B, — An 
€ Bo = 2(2B, -A,)-(2A,+B,) 

o Baz = 3B, - 4.A, = 3B, - 4.(-B,., + 2B, ) 
a B,,2-4B,,1+5B,=0 
Note que chegamos a uma recorrência com equação caracteristica com 


raizes complexas. Não perca fé! Será que a partir dessa recorrência 
podemos provar que B, nunca será 0? Vamos listar alguns valores de B, 


usando a recorrência achada: 


B, =-1 ; B, = -4; B =-11; B, =-24; B¿=-41... 


Esses valores tëm algo em comum! Todos tëm sempre resto -1 ou -4 na 
divisão por 10. Devido ao caráter ciclico que a recorrência dá a esses 
números na congruéncia módulo 10, B, nunca poderá ser 0, uma vez que 0 


não possui resto -1 ou -4 na divisão por 10. 
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Soluções — Capítulo 2 | 


Exercicio 2.1 Atendendo ao enunciado teremos 2 soluções possíveis. Dado 
um segmento no plano, podemos formar 2 triângulos equiláteros com lado 
nesse segmento (o 3º vértice poderá estar em qualquer um dos lados do 
segmento). 


cz (a.b) 


D= (c. d) 
Fig. Ex-2.1 
Vértice C: 
— \ 
AČ =ABcisl 5) > C-A = (4 «3i) 1,4 
13) 2 2 
>C=A (4.28) 
(90) 2 2 
4-343 3+44/3 
2. ТУ ^ 
Vértice D: 


Уз 


Аб -АВов[-*| > D-A=(4+3i) ES 
3j 2 2 


2 2 


| 


(бо) 


Р [ere 


4+3/3 3-443 
2º 29 
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Exercicio 2.2 Novamente teremos duas opções de rotação, e portanto duas 
soluções para o mesmo problema. 


C= (ab) _ B=(4,3) C = (аЬ) 


D=(e, d) A=(0,0) — D'=(cid) 
Fig. Ex-2.2 
Quadrado da esquerda: Quadrado da direita: 
AD-ABi => D-A=i(4+3i) | AD'=AB(-i) > D-A=-i(4+3i) 
> D= A «(4i-3) >D'= A +(-4i+3) 
(0.0) (0.0) 
D = (-3,4) 2 [D' (3,-4) 
AD=BC > D-A=C-B AD'-BC! > D-A-C'-B 
> (-3,4) - (0.0) = C - (4,3) > (3,-4)-(0,0) = C-(4.3) 
¿[O = (17) л ]C*=(7,-1) 


Exercicio 2.3 Para que os vetores sejam paralelos, eles devem formar um 
ângulo múltiplo de 180 graus (Veja resultado 2.2.3). Um complexo de 
argumento igual а К.х é sempre um número real, logo: 


- \ ЕЗ 
ad — km ‚кє? " (£X) ex ES E JOE x) 
u-v} u-v ) ) 


Usando Formula 1.2.2 
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Exercício 2.4 Para que os vetores sejam ortogonais, eles devem formar um 
ângulo de 90 graus. O raciocinio é análogo à questão anterior. 


(z-w) m (z-w)_o 
uv) FANU 
(z-w) (к=) 
Саву Pay 


Exercício 2.5 Conforme foi visto na seção 2.1 (consulte a figura 2.1.5), 
escrever as coordenadas do ponto no sistema rotacionado no sentido 
trigonométrico equivale a escrever as coordenadas do vetor rotacionado no 
sentido anti-trigonométrico no sistema original. 


Assim: 
OP'=OBcis[ -2) = P'=P. 301, 
\ 6 2 2 


> ES É J. 828. 53-1, 


2 


| e (En ba) | 
2 2 | 


para rotação de eixos demonstrada na seção 2.1 


Exercício 2.6 Vamos testar a condição de colinearidade de w, u e v 
(Resultado 2.2.3): 


w-u 1«5i-3-11i _ -2-6i 
у-и -2-4i-3-11i -5-15i 
256i 2(1«3i) 2 
o 5+15 511+3i) 5 


eR 


Logo: (A) u, v, w são colineares. 
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Exercício 2.7 
Vamos considerar a circunferência unitária representada no plano complexo 
e os vértices A, A,....A, como sendo, portanto, as raizes n-ésimas da 


unidade. Ou seja: 


А, =1;А, =м; Aj=W ¡A =м e 1+w+w*%+..+w"=0 
Seja P representado por um ponto z qualquer da circunferência (i.e. 
s 2 
212 = |4 =1), 
PA, = |12] ;PA; =|w-z|; PA; =|w?- z ;.. РА, =w -z| 
Temos: 
РА? =(1-2)(1—2)=1-(2+)+1=2-(2+7) 


PAZ=(w-z)(w- 


N 


)= WW-w.Z— Z.W + z.Z = 


=1-(wZ+2zw)+1=2-(wZ+ zw) 


PAR = (w^ -z)(w” -z)= w0" -м 2-20" +zZ = 
=1-(wWzZ+z0")+1=2-(w".Z+ zw") 
Calculando a soma РА? + РА? +... + PA? 
PA? e PAP. PAR =(2-(2+3))+(2-(W12+w2))+...+[2-(W%.2+w2)) 
=2n-[(2+2)+(Wz+wz)+..e(W z« w^z)] 


72n-[z(1«w «we e) ez (1e we wee w"]] 


22n-[z (wet e mre wet амл) 


— 


Então, concluímos que a soma analisada é constante e vale 2n. 
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Exercício 2.8 Novamente, vamos imaginar A, Az... A, como vértices do 

polígono regular formado pelas n-ésimas raízes da unidade. Dessa forma: 
A =1 А, = w; As = w° ;...; A Sw" 
Sendo w uma raiz n-ésima da unidade e z um complexo qualquer, vimos na 
teoria que (Fórmula 1.6.2): 
(z-w).(z-w?)...lz-w')=142424.,.4277 
Ou seja, para z = 1: 
(17 w).(1- w?) (1- w*)....(1- w^) =1+1+...+1=п 


-n 
zt -w)|.[(1- wa] [0 w°). - м") 
= (SA) (RAS) [RA (Rois) = 


=n 


Exercício 2.9 Seja z o complexo representante de P no plano complexo, e 
A Ao... A, as raízes n-esimas de r, representando a situação geométrica do 
problema. 

Com іѕѕо: A, =reR, OP-zeR 

Calculando o produtório: (PA, ).(PA;). (PA; ).....(РА„) 


(РА) (РА). (РАз).....(РА,) = 


= [1-2]. ros (45)-: Tok 
п, 


í > ^ 
r.cis| 28-9). 
\ 


(2x 
гав = | -z 


= le -r).(z- rw).(z- rw)... [z - гм") 


Р(2) = 27-1" = 0 @ 27 =" —z= ЕУ ‚ К=0,1...,п-1 
п 
Fatorando: 2" – г" = (2-1) (z- rw). (z-rw?)..(z-rw^) 
E, com isso, lembrando que 2", г" = R uma vez que z,r eR: 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
Considere o polinômio: P(z) = 2" —r que tem raízes: 
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Exercício 2.10 Supondo por absurdo que o ângulo oposto ao lado de 
comprimento 4 é racional, isto é, é do tipo p/q com p e q inteiros primos entre 
si. Pra todo n natural diferente de 1, temos: 


(2+iY' «(2-iy S (2) +1 


¿qn 
шы) + 1>(cosa +isena)' +1 


=(cos(na)+isen(na)) « 1+ 041 
> na #360°К => nÈ = 360ºk 
q 


O que é um absurdo, pois como n é um natural qualquer, e k um inteiro 
qualquer, tomando n=360q e k=p . temos que па =360%k. Ou seja. o 
ánguloa é irracional. Mostrar que o outro ángulo agudo do triángulo é 
irracional é análogo. 


Exercício 2.11 Seja w uma raiz cúbica da unidade diferente de 1. Como ABF, 
ACF e BCD são triângulos equiláteros (pela condição que estudamos na 
teoria no Resultado 2.2.1): 


D-wC-w?B-0; C-wE-w?*A-0; B-wA+w2F=0 


Fig. Ex-2.11 


a geometria analítica, sabemos como expressar os baricentros em função 
dos vértices dos triângulos: 
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A V аве Gs 


3 3 


_A+F+B 


G, 3 


Testando a condição dos baricentros formarem um triângulo eqüilátero 
(Resultado 2.2.1): 


(B+C+D) (A+E=C)w w(A+F+B) 
Ao SS GE NT, 

3 3 3 
(D+wC+w*B)+2(C+wE+w*A)+3(B+wA +w2F) 


G, + wG, + w?G, = 


‚0+ da 020 
3 


a 
3 


Portanto o triángulo formado pelos baricentros é eqüilátero. 


Exercicio 2.12 Do exercicio 2.8: 


(Ав) (AG) (AD)... (RP) (AG) = п 
7 (Ав) (да) ju-1w-] 
- jw" -w -w" e NONO 


= п (Lembre: w” =1) 


2 cia 22) -a [2-9] 
J 


Lembrando das identidades de ángulos suplementares: 


albe Bas cos(a) = cos(f) 
ü sen(a)=-sen(B) 
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DOENDO = == — — — === A 
Exercício 2.13 Note que o numerador de w é real sempre (Fórmula 1.2.2): 


z+Z+2=2.Re(z)+ 2 


Basta então que o radicando no denominador seja maior que zero para que w 
seja real. Ou seja, a condição para que w seja real é: 
Iz-1| + |z+1| > 3 


Seguindo a teoria vista na Segáo 2.3 (figuras 2.3.4 e 2.3.5), o conjunto 
representa a parte exterior à elipse de focos nos complexos 1 e -1 e 
comprimento do eixo maior igual a 3 (no plano complexo). Representagáo 
geométrica: 


Fig. Ex-2.13 
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Exercicio 2.14 


Note que: — Al) 
z-2i 2+2 2-21 z-2i 
Sendo: w = E -=a+bi, temos: 
2-2 
2 
Ве =1 
А , [а =1 (5) 
a+bi+2a-2bi=3 ~. Me 0 wW 
l 7 Рова 
(2-21 
Sendo z = x + yicom х,у reais: 
Ее. Е A Р Ra ү 
= Z=2-2i = x-yi=x+yi-2i À 
r3 7 ыу, у=1 


Representando graficamente esta condição junto à condição 0<|2-2|<1 
temos: 


Re 


Solução: i 


Fig. Ex-2.14 


Devemos ver a interseção entre os dois conjuntos-condição. 


A única solução é 
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Exercicio 2.15 


Da condição de existência do triângulo hachurado (a soma de dois lados é 
maior que o terceiro lado). 


Im 


Fig. Ex-2.15 


Exercício 2.16 Geometricamente é fácil ver quais serão os complexos de 
módulo e argumento mínimo. 


[z-2+ 3i] = d(z.(2 — 3i)) = 1 


Esse conjunto representa uma circunferência de centro (2,-3) e raio 1. (Seção 
2.3) 
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Zarg min 


Fig. Ex — 2.16.a 


1 
3 
x 
pd 
C «^ Raio = 1 


Fig. Ex - 2.16b 


Aplicando o teorema de Pitágoras nos 2 triângulos da figura Fig. Ex-2. 16b: 


[AOAC: х2+12 = OA? 
l^OAB: 22+32= ОА? 


Além disso: |Zmoamin| = 122432 -1 


x)412=32,22 | x= |z] 


243 


argmin — 


^ |Zmoamin| -413-1 


Exercício 2.17 A representação geométrica no plano complexo de A é: 


Fig. Ex-2.17.a 


Multiplicar рог (1+i) rotaciona cada 
complexo de A de arg(1+i)=45ºe 
multiplica o modulo de cada complexo de 
A por |1+{=./2. Somar 3 translada o 


conjunto de 3 unidades pra direita no 
plano complexo. 


A representação geométrica da imagem 
pedida é a hachurada escura na figura 
abaixo (a hachurada clara é a parte 
intermediária da solução antes da 
translação). 
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Fig. Ex-2.17.b 


Exercicio 2.18 


Seguindo o exemplo do exercício anterior, analisaremos geometricamente o 
conjunto А e a rotação e translação feita pela função д sobre A. 


De acordo com a teoria aprendida na Seção 2.1, multiplicar z por 4+3i 
rotacionará o conjunto A de arg(4+3i), que por ser uma circunferência não 
será alterado. Porém, ao mesmo tempo, cada complexo de A terá seu 
módulo ampliado em |4 + 3i = 5 vezes. 


Somar (5 — i) translada o complexo resultante de 5 unidades pra direita e uma 
unidade pra baixo no plano complexo. 


O resultado é uma circunferência de raio 5 e centro (5,-1), o que está 
coerente com o resultado encontrado analiticamente no exercicio 1.11 do 
primeiro capitulo. 
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Representação geométrica: 


Fig. Ex-2.18 


OBS: Comparar esta solução com a do exercicio 1.11 mostra que a 
interpretação geométrica pode ser muito útil na resolução de exercicios. 


Exercício 2.19 


lz-1]=1 representa uma 


circunferência de centro (1,0) 
e raio unitário. Do enunciado, 
temos que z está sobre essa 
circunferência como mostra a 
figura Fig. Ex-2.19 ao lado. 


Analise primeiro o raciocínio 


a=20 geométrico desenvolvido na 
ângulo extemo figura. 
A 
Fig. Ex-2.19 


Do esboço geométrico da Figura 2.19, segue: 


arg(z - 1) = a = 20 = 2arg(z) 
Além disso: 
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arg(w) = arg(z? — z) = arg(z.(z – 1)) = arg(z) + arg(z - 1) = 3.arg(z) 
Zatz) 


arg(v) = 2 arg(w) = 2.arg(z) 


ie 


[z].cis (arg(z)).|v] cis (arg(v)) Y 
|w|.cis( arg(w)) 


= 
A 
(Rh (cis(arg(z) + arg(v) - arg(w)))- 
f |z| 
E: 


ЫН] « cis(arg(z) + 2arg(z) - 3arg(z)))* 


Exercicio 2.20 
Z=x+yi xyeR 
z-a 
2-0 
>(k?-1).x? + 2ax – 2k?b.x + k?b? — a? + (k? – 1).у? = 0 
кт, (2a-2k*b , а-к? 

=> X + х+у = 
(к°-1) k2-1 
кт [2a-2k?b (a-k?b)? ak? (a -k?b)? 
>X? +| ——— |x +y?” + = + 2 
(к°-1) (2-4 — K-1 (2-1) 


„(з ya (a? kb?) (Ke - 1) + (a – као)? 
714 (ka - 1) 


=k =|z-a|=|z —b|k —(x-a)*«y*- k(x-b)* « k*y* 


O L.G. é uma circunferência, conhecida como Círculo de Apolônio. 
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Exercício 2.21 
Seux0 (2-a $ z-a у 
u.(z-a)! +v(z-b) =0 E > pol 
(z-b) ч (z-b) 
E sev=0 
2-а Yj- ее 
ide А ke Ë , caso contrario 


ена v=0>|z-b/=0 ou |2-а| = 02 z é um ponto 
se |у - |u| = |z - a|-|z - b| = retas mediatriz de ab 


lasso contrario => Circulo de Apolônio 


Exercício 2.22 Solução analitica: 
2=х+уі xyeR 


=X+yi+ 


2+2 = х+уі+ : 

y (x? * y?) (x + yi)+(x— yi) Y 

= PL = 

(хэ + y?x +x) + (x*y + y? - y)i 
x + y? 


z+z" ER em(z «z7)-0 


Ou seja, a condição pedida é que z pertença à circunferência centrada na 
origem de raio unitário em união com a reta das abcissas do plano complexo 


(com exceção da origem pois 2 deve ser não nulo para que exista z”! !) 
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Solução Geométrica: Em geral 2 e 1/2 têm módulos diferentes porém 
argumentos simétricos. 


Pois: 
E = [z|.cise 
a 1. 
27 = — cis(-0) 
ШИГ 


Isso faz com que o vetor soma não 2 
coincida com o eixo real. O vetor soma S 
coincidirá com o eixo das abcissas e 
quando o módulo de z e o módulo de 1/z ism Š 

forem iguais (Vide Fig. Ex-2.22) 1/z 


Fig. Ex-2.22 


1 
{= a 

El | 
Se z for real, 1/z também será e, portanto a soma também será real. Ou seja, 
рага Im(z) = 0 temos z+ z! eR . Portanto z deve descrever a circunferência 


de raio 1 centrada na origem ou pertencer à reta das abcissas no plano 
complexo (com exceção da origem!) 


бо = elz-1 


Exercício 2.23 
elz-3+il |z-(-)| d 


9 = з] ез9) 


Estamos analisando um quociente Q entre distâncias, о que nos sugere 
usar geometria para a solução. 


A imagem de A (|2 -3| = 2) é uma circunferência de centro no complexo 3 e 
raio igual a 2, no plano complexo (Veja Seção 2.3 da parte de teoria). 


O valor minimo do quociente Qmin pedido acontecerá quando a distância 
d; de z a (3+) for máxima e a distância dı de z а (3-i) for minima — ou seja, 
quando o numerador for mínimo e o denominador for máximo para algum 2 
pertencente à circunferência A. 


Logicamente o valor máximo do quociente Ола, acontecerá quando o 
numerador d, for máximo e o denominador d» for mínimo. 
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Geometricamente fica fácil avaliar esses casos: 


Im 


Aim 


бз max 
e 3-i e3-i ' 
Qi mn 
Caso Quin" 21= 3-2i Caso Qs 7. 
Fig. Ex-2.23.a Fig. Ex-2.23.b 


Com isso, das Figuras Ex-2.23a e Ex-2.23b, temos: 


_ d, max zo - G - il 3 


- =7=3, corre para z, = 3+21 

e t a e para 23 
d z,-(3-)l 1 І 
Qa = HAB A = 3-2 
те Donas 20331] 3: que ocorre рага z, 

Ехегсісіо 2.24 

4 [ia - pl=2 
lzl===|2-3] = |2| 5 

|z| lla -iz-3 [2] = |2-3| 


Ou seja, z pertence a uma 
circunferência de raio 2 
(centrada na origem) e 
também à reta mediatriz do 
segmento que liga os 
complexos Оез. 


` 
Soluções 


Fig. Ex-2.24 
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Do Pitágoras no triângulo hachurado da figura 2.24: 


2 зү... s. dim 
x +(5) = Z & = 


Portanto, os complexos-solução do problema são: 


Exercício 2.25 


Seja 2, = 1.0150 e z2=1-z, = 1 – сіѕ59 representados abaixo no plano 
complexo: 


Im 


Fig. Ex-2.25.a 


Ampliando a imagem de interesse, analise o raciocínio envolvendo os 
ângulos da figura abaixo: 


— —+ 


t с050 


1 
Fig. Ex-2.25.b 
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Da figura 2.25b, aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo MBA: 


[1 - cisef - sen20 + (1— cos Ө)? =2-2.cos8 -2 (28em(5)) 
Š e^ 
л [t-cise| = 2sen[ 2) 
2 


Da geometria angular do problema: 


S --arg(1-cis8) => arg(1- cis0) = 1.5 


Com isso: 


1- cise = |1 — cise|.cis (arg(1- cis8)) = эзеп; )ois(-5 + 2) 


0|. х1... 68 ç ө\ (ө 
= 2.sen| — |.cis| -— |.cis| — | = -2isen| — |.cis| — 
2 2 2 2 2 
Exercício 2.26 


Seja z=a+bi; w=c+di 


Slm(2w) = SImí(a -bi).(c+ di)) = 


ENTE 


А la b 
[ac +bdl = y 4 = Area(z, w) 


Consulte um livro de Geometria Analítica caso tenha dificuldade em entender 
a dedugáo acima. 


OBS: Esse resultado tem como corolário o seguinte resultado: 

Im (Z.w) = |z x w| 
Onde z x w é o produto vetorial entre o vetor representante de z e w. 
Usando o resultado acima, tomando: 


fz = (-4-1)-(1+2)=-5-3 
[м = (-4 —i) - (4-31) = -8 + 2i 


= Area(z,w) = —— —— ——— = —= 17 
2 2 
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Exercício 2.27 Esse problema é tão interessante que motivou a produção da 
capa do presente livro. Segundo o problema afirma, sua solução existe 
mesmo sem conhecermos a posição do canteiro K. Ou seja, a posição do 


tesouro deve independer da posição do canteiro. O esquema do problema é 
ilustrado na figura a seguir: 


Fig. Ex-2.27 


Consideremos o sistema de coordenadas como o plano complexo. Da 
perpendicularidade dos vetores, podemos escrever: 


[KA.i- AC 
КВ. (-1) = BD 
A-K)i-C-A C=A(1+i)-Ki 
De onde segue: hi ^ пч i 
-В)і= 0-В D-B.(1-i)«Ki 


O manuscrito diz que T é o ponto médio de C e D. Das expressóes acima, 
podemos escrever: 


a E A.(1+1)-K1+8.(1-1)+ xí _ A.(1+1)+B.(1-1) 
2 2 2 


Veja que interessante! De fato, a posição de T não depende da posição de K. 


q a 733 (ti) + (8 + 2).(1-1) 


=6+i 
2 


O tesouro tem posigáo com coordenadas (6,1) no mesmo referencial de A e 


B. 
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Soluções - Capítulo 3 


F Exercício 3.1 7 ——— T 
(1+ х х2)" = Ag +Аух+А х2 +...+ Az XI | 
Fazendo x = 1 no trinómio dado: | 
| (141412) = Ap + A А, +t At 
| Ao +A ¡+A¿+..+ Agp = 3" (Eq. |) 
Fazendo x = —1 no trinômio dado: | 
2 
(ADHD) = Ao +A (+A r+. t Agp (C1) 
[ 
| = Ag —- A4 * A5 -+...+ Agp =1 (Eq. !I) 
| I! | 
Fazendo Ozu). | 
Í 2 
i 0,1 
! Ао Az Ары БАр =a z- qum | 
t 
1 
1)- (1 
Fazendo 0-0). 
; | 
3^ -1 í 
Ay A3 t Ast Aon = (Eq. IV) | 
| 


Fazendo x =i no trinómio dado: | 
| (Inte) = Ag+ Air Agi? t.t AS, 00 


= (Ag-Ao2*A4-Ag*-.)«-i(A4-Ag c Ag- Ag *—)e i! (9 
| Lembrando que podemos escrever: i = оз 5] 


I 
i Portanto, da Lei de Moivre, podemos também escrever: 
o 
| 


ШЕ as [ 22] 


^ 


1 
1 
| 
| 
1 
ы \2/ „ый 
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Da identidade dos números complexos, igualando parte real a parte real em 
ambos os lados temos: 


Ay -Az +A. - As +- = Re(in) 


e) Novamente, da mesma identidade acima, igualando parte imaginária a 
parte imaginária em ambos os lados da expressão (*): 


A - Аз + As — Аз +=... = Im (i) 


(Eq. VI) 


e) Fazendo 


(1н) + (V). 
2: 


(37 +1)+ сов E) 


2 (Еа. VII) 


Ао + А„ +As +A, +... = 


Exercício 3.2 Usaremos os resultados já calculados na seção 3.1, na parte 
de teoria: 


jo CA -C3 + C4 -C$ +-.. = (2) (a) (Resultado 3.1.5) 


(n-2 
lo Co + Ca +С + C12 +... = 27? + (2) А cos( T=) (Resultado3.1.6) 


Fazendo (ii)-(i): 
(n-2) 
Ci +c +С9+С\...=2"®%+(2) 2 соз[ 91) (2% sos( 72.) 


= 212 + [e eos (7r). (27 -1) 
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с? pesos 


(Resultado 7.3.2) 


Exercicio 3.3 Novamente, usaremos os resultados já calculados na seção 
3.1, na parte de teoria: 


G CS O CO +-...= (2% sen | E) (Resultado 3.1.5) 


| (n-2) 
Ci * C5 +С +С? +л= 27? + (2) sen [E (Re sultado 3.1.6) 


Procedendo de forma análoga á questáo anterior chegamos a: 


Cure СС 


(Resultado 7.3.3) 


Exercício 3.4 Antes de começarmos, vamos definir duas outras somas para 
auxiliar o raciocinio (o porqué disso será compreendido mais a frente na 
resolução): 


5, = СІ «4 C2 «C4 « CB 4... 2" - $, 
$4 = C2 + C$ e CB E = 27 - S =S, 


/amos desenvolver o binômio de Newton sugerido: 


n 0 1 n 
UuLJ -ce (ss 28) «c (es 28) mJ = 


=C +С}. (s). C$ (eis t]... en [a s 282) = 
3 3 \ 3 


eise a) (Seo. «+ Cn (as) = 


joe) Po Be bars. T 


Ora, mas: 


к=) 


Então, voltando em (*): 


7 
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Exercicio 3.5 Desenvolvendo: 


(140) 214 C ie CI Pe CI +... + Cani" 


A soma pedida é a parte real do desenvolvimento: 
1- C2, + Ch -...- C? +1=Re(1+i)"" 
Melhorando: 


(1+ if^ = Ca - 2а) = 2?" cis(nx) 


Re(1+i)” = 22n.cos (nz) = 27^ (-1) 


Portanto: 


1- C$, +СФ&-..-СОй® ede (-1) 27^ 


Exercício 3.6 
C; sen(x)+ С2.ѕеп(2х) +...+ Cp .sen(n.x) 


A soma pedida nos sugere que façamos o desenvolvimento do seguinte 
binômio de Newton: 
(1+cisx)" = 1+ Cl (cisx)' + C2 (cisx)? + C3.(cisx)° +... + Ch (oisx)" 
=1+Ci-(cisx) + С2.(сіѕ (2x)) +... + CA (cis(nx)) 


A soma pedida é a parte imaginária do desenvolvimento acima. 
Ci sen(x) + С2.ѕеп(2х) +... + Cf.sen(n.x) = Im (1+ cisx)" 


Vamos tentar simplificar a expressão matemática para a parte imaginária do 
binômio. Usaremos um resultado já mostrado no capitulo 1 do livro (Fórmula 
1.3.1) 


(1+ cisx) = 2-сов[* |ев[ *) 
2) \2) 
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Im(1+ cisx)” = imf2 alo | s(a 


Pi 
| 
| 


{ А soma pedida vale, então: 


Са.зеп(х) + С? sen(2x)+...+ Ch.sen(n.x) = 2".cos” 


Exercício 3.7 


n 
Yo = сі + 4CÊ + 903 +...+ пс? 
Vamos utilizar o desenvolvimento do binômio de Newton. 
n Ш k ^k 
(1+ х)" = Y (x) .Ck 
k=0 


Derivando em ambos os lados da expressão em relação a x: 


n 
п(1+х)?71 = Yo С 
к-0 


Note que conseguimos o fator К no somatório à direita. Queremos, na 
verdade, que apareça o fator k?, Multiplicando a expressão, em ambos os 
lados, por x: 


n 
nx (1s x)! po 
k=0 


(Resultado 7.3.7.a) 


| Derivando novamente, em relação a x (devemos ter cuidado, pois agora 
estamos derivando um produto de funções de x), aparecerá o desejado fator 
К? no somatório: 
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п.(1+х) 7! +п.(п-1).х. (1+x) Yee 


Multiplicando por x, finalmente, chegamos a um resultado que será útil 
também no próximo exercicio. 


n 
пх. (te) « n (n - 1)x* (1 x) = Y ke (x) ck 
K=0 


(Resultado 7.3.7.b) 


Ora, o somatório a direita é justamente a soma pedida, adicionada de um 
fator x". Fazendo x = 1 chegamos ao resultado pedido: 


n 
Ук Ск = n.2"-! +n.(n -1).2"-2 


k=0 


Exercicio 3.8 


> k2cf 


k=0.4.8.... 
Vamos partir de um resultado obtido no item anterior (Resultado 7.3.7b): 

пх (te x) (п) а (1x)? = Ука (och 
Fazendo x = —1 temos: ES 


(71) (1-1) n (n1). (21)? fi (y = edit 


0 k=0 
om isso temos: 
fc, + 4.0? £9.02 +... + n? C) =n.2"-1+ n(n- 1.277? (1) 
\-с} + 4.02 9.03 + -...+ (-1) лаС" =o (1) 


Somando as duas equações e dividindo o resultado por 2: 
2862 +42C) +6266 +... =n.(n-1).20 nor? (Ед. І) 


Fazendo x =i no Resultado 7.3.7b, temos: 
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n.(i) ) (1 7 e n.(n - 1). ()*( 1+1) ed СК 
Com isso temos: 


ук (ct = n. [cis 


2 
de 2 


yn-2 


(vz л) + п. (1 DIE 


>? 
1 
м — 


Segue então que: 


Уке (ск = C}. (1i - 02) - 0 (3) tás = z 


E, comisso, temos: 
Re(z) = -22C2 + 42 C1 —6*СЁ +... 


n-1 Š n-2 E Е 
=n22 овла 02" а-на 2 19-2") 


= п.(1- n)27 оо: 02) - 2 sen[ e C) 


Temos em mãos as seguintes relações: 
[2562 +4204 +62Cê +... =n(n-1),27 +n.27? (Е) 


|-22c2 + 42.04 -62C8+-...=Re(z) (Eq.11) 
Somando as duas equações e dividindo o resultado por 2, segue: 
R 
Y kect=n(n=1)2t 40.20 + чеш 


к-0,48. 


Por fim, utilizando (*) 


Y KCK =n.(n-1)2" 4 «n2^? + 
к-048, 


n-4 n-3 £ R 
en(t-n)2 ооз ES n2 2 зеп C 2 | 
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Exercicio 3.9 
n n k n k 
> (k+1).C = J k-Ch + у С, 
к=0 к=0 k-0 


2 
Do exercicio 3.7 (Resultado 7.3.7.a), sabemos que: 


(a PO & 
Fazendo х=1: 
n 
$c, =n.21! 


Finalmente, temos: 


Exercício 3.10 


k-15,9. k-1,5.9.... k=1,5,9,. 


O exercicio pede agora um somatório de termos com k variando em ciclos de 
4. Devemos, entáo, proceder como fizemos no exercicio 3,8. Dessa vez 
temos que achar dois somatórios! Um deles já foi determinado na parte 
teórica do capítulo 3 (segáo 1), no Resultado 3.1.6: 


(0-2) 
> Ch = Ch + Ch + Ca +... = 2172 + (2) É se |") 


k=159.. 


“ara achar o outro somatório, usaremos o resultado da questão 3.7: 


nx. (1097 = уко 


Fazendo x = —1 temos: 
n 


SC! ento =0 


Essa relação é válida para п > 1, uma vez que pra п = 1 teriamos uma 
indeterminação do tipo 0° na expressão anterior. 


Então para n > 1 temos: 
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Ci «2.24302 +... = n2 


~ Ci +3.03 +565 +.. =n.2%? (1) 
E A sp E x р 


Fazendo x = i no Resultado 7.3.7.a, temos: 
n 


ico; = «Qe ее (еар) А И cs -1)x =)) 


0 
n-1 
=n.2 2 cis (п-1)я $t 
4 2 


= 


E, além disso: 
n 
Y k.() Ch = ict - 2.62 -31С2 +4.С4 -.... 
k=0 
Segue, entáo: 


Ch - 3.O} + 5.C$ -7.C] +. EX (y ©) 


Lico 
n-1 e. y п-1 -1 a 
-n22 se (2.0295). 2 os £ A E] (1) 


Temos ет mãos, agora, as seguintes relações: 


CÅ «3.02 + 5.65 +.. =m.2"? (De |) 


n- 
C, - 3.03 +5.Ср -7.C] +. ET о 0-0 = (De I) 


De onde, segue: 


n-3 
- n-1)z 
C, +5.Сў «9.05 +... = п.2"-? «n2 2 eo! " ) | 


Y кс 
үү] 


Finalmente, a resposta do problema: 


In-2)/ 


n-3 / ке 
2 i ze % sen! DZ 


Y. (k+1)CE = n2"- «n2 ? .соз! 
к-158, l 


(Resultado 7.3.10) 
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Ch 
k+1 


Ms 


Exercicio 3.11 
k=0 


Vamos utilizar o desenvolvimento do binômio de Newton. 
n 
(1+ х) = (656% 
k=0 


Integrando (ver apéndice) em ambos os lados com respeito a x, num intervalo 


finito de Оа x: 
x 


(1+ х)°" ах = J (CR + Сах + Сах +... + с.х" dx 
0 


ox 


БЕ m 
nel 1 
(1+ x) Ca? C2.x° С" 


п +1 2 3 UO n+1 


-10 


n+1 


n»i 


(1+x) 


1+ 
„(тоу oba 
n+1 n+1 


1 
Cix? " C2x ПИ Сохт" 
2 3 n+1 


(Resultado 7.3.11.a) 


Fazendo x = 1 na expressão acima, temos: 


n С^ 
-xercício 3.12 De ш 


Vamos partir da expressão encontrada no exercício anterior (Resultado 
7.3.11.а): 


1+ х = 142 243 n ¿n+1 
Uu) Ia ш, E бр 
n+1 2 3 n+1 


Fazendo х = –1 na expressão acima, temos: 
(1-1)! -1 
n1 


1(-4)2 2 (_4y3 n(. n+1 
“Q 0-а) SME, Са)", V es Cn) 
2 3 n+1 
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Juntando esse resultado ao resultado do exercicio anterior (Resultado 
7.3.11), temos as duas expressões em mãos: 


1 2 np yn 
EN Cn, Сп.(-1) 1 () 
3 n+1 n+1 
1 2 n 
о Ов „Од. бо „2 eA (10) 
2 n+1 n+1 
Fazendo (1020). 
2 
0 2 4 
Sus Ca A ЧГ 
1 3 5 n+1 
Voltando ao Resultado 7.3.11, e fazendo x = i: 
CED Alia rg сте с?р Сбт! 
п+1 K 3 n+1 
„(Са а Ci, (са сва, |, 
2 4 6 U1 3 5 
0 2 4 ix n+1 1 
CaCa Ca aim CD (№) 
1 3 5 +1 


Temos em mãos, agora, duas importantes expressões: 


0 2 4 n 
(De III): LE 
+ 
0 2 4 1 714 
(De IV): Ca Cra, Can 4 Im asoa 
1 3 5 n+1 


"n k C on du nei 4 
A > Ch ei 2 +Im (+i) -1 
k-048... k+1 2071 n+1 


Lembrando que: 


246 Matemática em Nivel IME/ITA 


=! ((n+1 
mis ifc и 279 и), 

п+1 E n+1 
ША [(п+1)л 


(tne) 
> Jer a 
n1 


n+1 


Podemos escrever a resposta final do problema: 


Exercício 3.13 


No exemplo 3.2.a, mostramos que: 


A= оз 2z Jecis[2 к m. «+ cis[(n- 1). Er 2). A 


A soma pedida é justamente a parte real de A, que vale -1. 


Exercicio 3.14 
Vamos analisar a soma: 
S = cis (x) + cis (2x) + cis (3x) +... + cis (nx) 


Para z = cis(x) a soma torna-se, pela Lei de De Moivre: 


S-zez bez sez (55) 

2-1 
= (сї (cisx) =1/ ,. cis (nx) - 1 
- (iso | (свх)с1 |7 (om 200—7. 


Utilizaremos as seguintes transformações trigonométricas: 


cos8-1- -2senê(5) 


(8) 


(8 
Seno =2.sen| 5 f.co siz! 
2 \2) 


— 
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Temos então: 


Ed ia) | Ee T mm I 


(cosx-1)+isenx | 
| -2 sen (0X7)  i2.sen (PX .cos (NX) , 


050 | -2.sen? (x4) +i2.sen (nx¿).cos (x5) | 


 зеп(пх2)(_ѕеп(пх) + i.cos(nx7)) | 
sen(X2 J(-sen(*Z) +1 соз (%:)) | 
Multiplicando no denominador e numerador por +, não alteramos а 


expressão de S: 


| арат), | 
ESTACA REA) 
| senos say 
| зеп(% (е (х АВ 
[ sen(nx 4) | 


| sen(%2) / 


=(cisx). 


| 5 = (cisx). 


S = (cisx). 


= (cis(x- БРА)! 


cos(x) + cos(2x) + cos(3x) +... + cos(nx) = cos] 


| 
2) 


(n< x) [ зеп(п%ә) 


247 
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A soma pedida é justamente a parte imaginaria de s Ou ге]а. 


sen(x) + sen(2x)+ sen(3x) +... + sen(nx) = 


ent tn 
Wir 


Exercício 3.15 


Do enunciado: 


Calculando o pedido, observando a seqúéncia em PG: 


50 k $02 „60 z® -1 |р -1 
2.2 = +2 +7 +... +Z | = ef = |+ |. EA 
em sis(so.2]-1 $ [cis (152) - 1| | 
[242 4 [2 Ед | 
— + fm — Al+ri— | 
(ДИС а ; 
? |-1- 1 А 2 | 
(dz y A E 2 / Б 2 | 
[2-: MEE (2-1 +| 2 | | 
: 2 Wh c EE EIN 
CENE 5-5 dada Verda | 
2/2+у/2_ E — | 
= LL „ 4 + 2/2 = 44-242 i 
КА E k=1 | 


Exercício 3.16 


Os vetores da soma da questão anterior estão indicados na seguinte figura 


3.16, com ângulos de 45º entre cada um e seu consecutivo. Seja S a soma 
pedida: 
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TA 


Fig Ex-3.16.a ‚ #=2°=.. 


Note que cada volta de vetores é completada com 8 vetores. Portanto а 
última volta da soma é completada no vetor 256. 


А cada volta, а soma dos vetores ё nula, pois vetores de sentido contrário е 
mesmo módulo e direção se anulam. Portanto os primeiros 56 termos da 
soma se anulam. Restam-nos os seguintes vetores após esse cancelamento: 


Ши 


758 


Fig. Ex-3.16.b 


Usando a regra do paralelogramo, vamos somar os vetores por partes, afim 
de achar o vetor soma S: 
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Analisando a soma final: 


EE 


ISN 1359 1 


№ 


Fig. Ex-3.16.d 


Da lei dos cossenos: 
Isl=[z + z? +.. 29] = 2º + J2* - 2. 2. 2. cos (135^) 


E 


=4+2.4/2 


= ya «242 
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Conforme o que foi encontrado na questão anterior, há consistência na 
interpretação geométrica do problema. 


Exercício 3.17 
Vamos nos referir à soma abaixo pela letra S: 


5=1+21+ 312+ 41° +... + 20042003 
Desta forma: 


S = 1+2i+3i? + 4P +... + 2004417993 
iS = i+ 21i? + 313 +... + 20034709? + 2004 12004 


Subtraindo a segunda equação da primeira: 
S-iS = 1+1+#+#+...+1709% _ 200412004 


¡2004 _, 


=— — 2004 ¡2004 21-1. 20044 
i-1 i-1 
> S(1-i) = - 2004 


_ 2004 _ 2004(-i-1) _ 


Im(1+ 21+ 3,2 + 4 + ... + 2004 12003 


Exercicio: 3.18 Do is resolvido 3.2.c, temos: 
2(n-1 2 
1-cos| — 2 ооз"). 1-cos acu =— 
n /), n /j n d 2р5 


Da trigonometria, sabemos que: 


8^ 
1-cos6) = 2seni(2 | 
(1-cose) sen? (2) 

Usando esse resultado, segue: 
> / -1 à 2 
[1e 8 | 2sen? (22 1 еп [32 ) las 2sen? Ss a 

n), vn J n 
(n- 


А vn J) 


ra 


| 
| Extraindo a raiz ега em ambos os membros da Da oa 


1)х | à 


252 


Matemática em Nivel IME/ITA 


A AAA A KA A peer 


AAA AA | 


Exercicio 3.19 


(x + yif = х? + 3.х2уі+ 3.х.у2і2 + y3 z 


= (х? = 3xy?) + (3x*y - уз) i=1+ 1 


„1 °1 


23=1+і > 2 = 92 


Ехегсісіо 3.20 


; Ba. A Argumentos Geométricos: 
n lados 4%." XN А i) Da geometria temos que os 
РА A ángulos centrais  A,OAy serão 
/ à Ed q sempre o dobro dos ângulos 
H g E 
pL. т/п vt. “2min da, «А РАО 
\ ji ii) Como AçP é diâmetro, temos que 
Ч Y os ângulos: «РА, А, seráo sempre 
N j «Ao 
Ne PÁ Ana retos. 
` Kun sa = 
Ana — Ana Logo: 
Fig. Ex-3.20 


(Poligono regular de n lados inscrito numa 


AoA; = 2Rsen(n/n) 
AçÃ, = 2R.sen(2n/n) 
AoA; = 2R.sen(31/n) 


circunferência de raio unitário) 


| AoA, = 2R.sen((n —1)xz/n) 


Multiplicando as equações (lembrando que R = 1, e que, do Ex. 2.8, о 
produto (AyA,).(AyA),)..... (^o^...) vale n), teremos: 


(AgA,).(A9A; J (Ag Ana ) = 271 n=t (зет). СЕ) 
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arre) C9) (е) 


Solucóes — Capítulo 4 


Exercício 4.1 
Sabemos que, se 2 + i é raiz, então seu conjugado 2 — i também será 
(Resultado 4.4.1). Desta forma, P(x) será divisível por: 


(х - (2 +5))(x -(2-1)) 2 x*- 4x +5 
Façamos então a divisão algébrica: 


x! e x! «px? +х+9 |x2-4x+5 
=x] +4.х?%-5.х* х2 + 5х + (р +15) 
5x! +(р- 5). х2 «x«q 
~ 5х° +20,x? + – 25.х 
(р +15)х? - 24x +q 
- (p+15)x? + (4p + 60)x — (5p +75) 
(4р + 36).x + (a- 5p - 75) 


Como Р(х) é divisível por x2-4x+5, o resto da divisão acima deve ser 
identicamente nulo. 


[4p+36 =0 p=-9; q=30 
la-5p-75=0 

As outras raizes de P(x) serão raizes do quociente da divisão. Ou seja, serão 
raizes de: х? + 5х +6. De onde segue que as raizes de Р(х) serão: 


-2, -3, 2+i, 2-1 
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Exercício 4.2 Chamemos de x a expressão a ser analisada: 


x = 3J2 + Js +32 4/5 
EE e d 
Elevando a expressáo ao cubo: 
x! = (A +B)? = A? +В? +3.A?B +3A.B? = А? +В? +3.AB.(A +В) 


——— 
x 


=? +B +3.ABx = (2+45)+(2-5)+3x3(2+45) (2- 45) 
=4+3x3/-1 =4-3x 
Ou seja, x é tal que: 
x3+3x-4=0 
Por inspeção, 1 é raiz do polinômio acima, que reduzido por Briot-Ruffini fica: 
(x -.(x* +x+4)= 0 


As demais raizes serão as raízes de x?+ x + 4, que são complexas! Como os 
radicais são números reais, segue que: 


x=Y2+/5+Y2-5=1e Q 


Exercício 4.3 


A primeira divisão é exata, portanto o resto da divisão algébrica deverá ser 
identicamente nulo. 


х“ «ax! «b |x? «2x44 


-x'-2x*'-A4x? x?-2x+a 
-2Xx*«(a-4)x'«b 
2.х2+ 4.x? + 8x 
ax?+8x+b 
-ax?'-2ax-4a 


(8 - 2.a).x + (b -4a) = 0.x+0 


Da mesma forma, devemos igualar o resto da segunda divisáo a -5. 
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x! +cx2+dx-3 [| -x+2 
-x° +x? — 2х х+(с+1) 
(с+1)х®+(4-2)х-3 
-(c +1).x? + (c +1).x-2.(c +1) 
(с+9-1).х+(-5-2с) = 0.x-5 


Com isso: 


Exercicio 4.4 As raizes de D(x) sáo tais que: 
[x* =1 T 
{ = x=-1, -i +i 
lx +1 


Do enunciado: Р(х) 2 1 x + x? +... + х2"! 


Note que Р(х) é uma soma de uma Р.С. de razão x: 
xi? 4 
Р(х) =——— 
x-1 


Como o divisor é do 3º grau, o resto R(x) será no máximo do 2º grau. Sendo 
assim, a divisáo pode ser expressa da seguinte maneira: 


( ү n 
Р(х) = 4 — — = (х + 1). (x –1).(х +1).0(х) + ax? s b.x «c 
x-1 R(x) 
(Eq. 1) 
Fazendo x = -1 na equação I: 


(yy zd 


a = 0.067 +a.(-1)?+b.(-1)+¢ = a-b+c=0 (i) 


Fazendo x = i na equação |: 
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(гу -1 


ed = 00 +а. (1)? « b.(i) «c 
(2171-1 
(i-1).(-1-i) 
= (Cy? + y =-a+bi+c 


> (1-1) = -a+bi+c 


f: 4 n+2 
I: 
= + 


peso +1 р 


2 
(ii) 


Fazendo x = - i na equação |: 


үа e 0.0%) +a (-i)?+b.(-i) +c 


21-1 
O -1 | 
= mn t=-a-bito 
n+2 
[E e 
C Е 
ове tf 
| (a 0. 
2 


(iii) 


O resultado de (ii) e (iii) são iguais! Juntando os resultados das equações (i), 
(ii) e (iil) nos dão o sistema: 


a-b+c=0 
241 
ES. ar 
—(-1 п+2 _ 

AM s 


Separemos em dois casos (n par ou n ímpar). 
Para n impar: 
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a-b+c=0 
HEEL. duc a-c-b-0 . R(x)=0 
1-1 cp 
` 2 
Рага п par; 
a-b+c=0 
1+1 
= = a+c -. a=0;b=c=1 у. R(x)=x+1 
=1= 
atla 
2 


Portanto, o valor de R(x) será: 


0, sen é impar 
x+1, sen é par 


но) =| 


—Ó————————————————————————— 


Exercício 4.5 Sendo k a raiz da segunda equação podemos escrever: 


(3k)? - 7.(3k)* - 204 (3k) + 1260 = 0 
k* - 15k? - 394k + 840 = 0 


Multiplicando a segunda equação por 3, dividindo a primeira por 9 e 
arrumando o sistema chegamos a: 


3k*-7.k?-68k «140-0 
3Kk?-45.Kk?-1182k + 2520 = 0 


Subtraindo a segunda equação da primeira: 


38k?+1114k-2380=0 © k=2 ou MET 


Testando as raizes, temos que a raiz é k = 2. Com isso, utilizando o algoritmo 


de Briot-Ruffini, podemos fatorar os dois polinômios originais: 
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Cedo ce 5)= 


0 
xº-15.x2-394x+840=(x-2).(x-28).(x+15)=0 


Temos então as soluções das duas equações, respectivamente: 


x=[6,-14,15) ; x=(2,28,-15) 


Exercicio 4.6 


PST AA UNAS 


| Sejam as raízes em PA dadas por: a-3r , a-r, a+r,a+3r 


Pelas relações de Girard, podemos escrever: 

Sb = (a-3r)+(a—-r)+(a+r)+(a+3r)=0 

Sê=(a-3r).(a-r)+(a-3r).(a+r)+(a-3r).(a+3r)+ 
+(a-r).(a+r).+(a-r).(a+3r)+(a+r).(a+3r)=-(3m+5) 

|53, = (а-3г).(а-г).(а+г) (a -3r).(a -r).(a + 3r)+ 
+(a-3r).(a+r).(a+3r)+(a-r).(a+r).(a+3r)=0 

|56 = (a - 3r).(a - r).(a r).(a « 3r)  (m« 1)? 


; De onde seguem os resultados: 
a=0 


E En + (73r). (с) + (—3г).(3г) + (<г).(г) + (=r). (37) (0). (37) = -(3m+5) 
(73r). (~r). (г) + (737). (^7). (37) + (—3г).(г).(3г) (77). (r). (8r) =0 
(73r). (-r).(r).(3r) = (m +1)? 


| ipa fr? = (3m « 5)/10 
Arrumando: 4110.72 = Зт + 5 ) 
š (1? - «( (m+1)/3) 
| г = ((т+1)/3)° 
|! [m=5 
Logo: 3m+5 =. тЇ y | a 
10 3 m=-2%4g 


Kk. uc анн tea " ане — 
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Exercício 4.7 As verificações feitas após o resultado 4.4.1 mostram que as 
relações de Girard são válidas para os casos iniciais n = 2 e n = 3. Utilizando 
о processo de indução finita, devemos mostrar que pra todo п natural maior 
que os casos iniciais, também vale que: 


nx” Six « 92.072 +... + (-1) ^ SE x +(-1)' 55) = 


=ap-(x-a,).(x-a7)....(x- an) 


Suponhamos que as Relações de Girard valham рага п = к. 
ax Sas (21) etx (1) 5%) = 
= ax (Xx - 04).(x- 07)....(x- ax) 
Verifiquemos a validade para n = k + 1. 
&,.(x-a4).(x-«)....(x-o«).(x- o) = 


= а, (х -S&xF l+ S2 x*? uuu (y SG x «c» SE) - 0.1) = 


+ a к+1 
ax! E CR + Se) + (ax. SG + Sê yx 1a sor (71) 24-156) 
Note que os novos coeficientes tornam-se exatamente os novos coeficientes 
de Girard: 
ay.(x-a4).(x- a5)....(x- tx ).(x— 0,1) = 


E K+1 1 k 2 к-1 k-1 ok k ck-1 
=a,(x EEE ++ E) екх + (1) Sea 


Ou seja, é válido para n = k + 1. Por indução, as relações de Girard valem 
para polinômios de grau n natural qualquer. 


Exercício 4.8 
x5 -3,x% 23539 + 27 x? - 44.x +30 


Como P(x) admite 2 raizes complexas distintas (pelo menos), temos que 
seus conjugados também seráo raizes (Teorema 4.4.1). Logo, as raizes 
seráo do tipo: 

z,Z,w,W,u 
Calculando o produto das raizes (Relação de Girard): 


(zw).(Zw).u = (zw)(zw)u = (3-i).(3 +1)м =-30 
u= -3 
Entáo, sabendo que -3 é raiz, podemos reduzir o grau do polinómio original a 
fim de determinar as demais raízes. 
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13 -3 27 44 30 


As demais raizes serão raizes, então, de: 
х“ -6.x)+15.x2-18x+10=0 
Sabemos que as raizes 2, 2 , м, W têm parte real inteira e parte imaginária 
inteira. E correto dizer que, existem a, b, c, d inteiros tais que: 
х“ -6.x +15.x? –18х +10 = (x -a —bi).(x — a + bi). (x -c - di). (x -c + di) 
= (x? — 2ax + a? + b2).(x2 — 2сх + c? + d?) 
Сото -2a, a? +62, – 2с, с? + d? são inteiros, podemos nos referir a eles pelos, 


também inteiros, m, n, p, q, respectivamente. De tal forma que devemos 
achar os valores de m, n, p, q que satisfazem à identidade: 


x* -6.x? +15.x2 -48.x + 10 = (x? + mx + n).(x2 + px +q) 


= x* c (p«m)x? + (qe тр+п).х2 « (mq«np)x«nq 


Da identidade, segue o seguinte sistema (do qual só nos interessam as 
soluções inteiras): 


p+m=-6 
q+mp+n=15 
|mq^np = -18 
nq-10 


Da última equação do sistema acima, como n e q são inteiros, ambos devem 
dividir 10, de tal forma que temos 4 opções a analisar: 


(i)n=5,q=2 ; (i)n=-5,q=-2 ; 
(iii) n=10,q=1; (iv)n=-10,q=-1 


ЕП): Em (ii): 
p+m=-6 p+m=-6 
mp = 8 > m=-4,p=-2 тр = 22 

2m + 5p = -18 omnia 


= não há soluções inteiras 


Em (iii): Em (iv): 
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E угат ана — 
¿mp =4 ¿mp = 26 

10p+m=-18 |-10p-m = -18 

> não há soluções inteiras > não há soluções inteiras 


Portanto, a única possibilidade veio do caso (i), no qual temos que as outras 
quatro raizes vêm de: 


(х? + тх + п).(х2+рх+а) = (х2-4х+5).(х2-2х+2) 


Resolvendo as duas equações do segundo grau, determinamos as outras 
quatro raízes do polinômio original, de tal forma que temos agora todas suas 
raizes: 

2+i, 141, -3 


Exercício 4.9 


Calculemos algumas somas que nos serão úteis: 
5. =а? +6? + с? + а 


=(a+b+c+d)?-2 (ab+ac+ad+bc-+bd+cd) 
- fet 2 64 278 
= (80) -2.(85) = — ^ — 
ен реет шч 
т 


S, =а? «p «co + 0 = 4 


a b c, d abcd Si Sim 


Utilizemos o Resultado da Soma de Newton (Resultado 4.5.1), começando 
com S;: 


m(S;) + 8.(5;) - 139.(S,) - 18.(S1,) + 9.8.2) -0 


> 64 278-545. 4394 -18249.(97)50 
m m 


= (5`,) = 314/9 


- 1 1 1 1 bed+abd+acd+abe 55 18/m 
+—+— = = — - =2 
| 
>d 
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pes om ———— ep ЫА 


| Utilizemos, agora, o Resultado da Soma de Newton, começando com 5): 
m(S,) + 8.(55) –139.(5:,)–18.(5:,)+9.(5:3) = 0 

= -8+8.4-139.2-2.314 + 9.(S`,)= 0 
I > (S'3)=98 


| Sem resolver a equação, calculamos que: 
1 1 1.1 


—+—+—+- = S_ 
а? b* с? d 


| 
| 


Exercício 4.10 Sejam m, п, m+n, as raizes da equação. Das relações de 
Girard, temos: 


a 


2 


m+n+(m+n)= Sç == 
50 


u 
3 


mn.(m « n) = Sà =-5 |ma-- 


Sabendo a soma e o produto de m e n, temos que m e n serão as raizes da 
equação: 


Exercício 4.11 Como os coeficientes do polinômio são todos reais, pelo 
Teorema 4.4.1 teremos que as raizes serão do tipo: z, Z, м, W. 


As duas raizes que somam 3 + 4.i não podem ser conjugadas entre si, pois O 
resultado não é real. Portanto, sem perda de generalidade sejam elas z e w. 
Do enunciado: 

[ue d E 


Zw=13+i zw =13-i 
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Da relação de Girard: 


b = SŠ = ZZ + W.W + Z.W + Z.W + Z.W + Z.W 
=(z+w).(Z + W)+ z.w + zw 
=(z+w) ).(2+ w)+ (zw + zw) 
= (3 + 41).(3- 4i) + ((13 -1)+(13+i)) HE 
225426 = 51 “| b=51 


Exercício 4.12 Considere p(x) dado por: 


р(х) = x5 «ax* «bx? «cx? «dx«e 


Sendo m,n,p,q as raizes pares e k a raiz impar, das relações de Girard, 
temos: 


m+n+p+q+k=-a 
mn+mp+mqg:mk+np+ng+nk+pa+rpk+qk=b 
mnp+mng+mnk + m.p.q + трк + так + n.p.q + n.p.k + n.q.k + p.qk = -c 
mnp.q + m.npk + m.p.q.k + n.p.q.k + m.n.q.k = d 

mnp.qk =-e 


Lembremos que o fator par em um produto torna-o par; a soma de um par 
com um impar resulta em um impar, e que a soma de um par com par resulta 
em um par. Como а partir da segunda equação todos os termos nas somas 
possuem sempre um fator par, teremos que b, c, d, e serão números pares! 
Como, na primeira equação, temos uma soma de 4 pares e um impar, o 
resultado é impar; ou seja, a é impar. 


O polinômio p(x) possui 4 coeficientes pares 


Exercício 4.13 Desenvolvendo o lado esquerdo da identidade: 


(1e x+ xt хз)? = (1+ x+ x2+ x2).(1+ x + x2+ x°) 


=14X+X? ax? ox ex? ex? + х ox? 
+x? x* x5 + x9 ax! e x? + xŠ 


=1+2x+3x? + Ax? +3x%+2x0 + xŠ 
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Exercicio 4.14 Utilizando uma fatoração semelhante à mostrada no Exercício 
4.13, temos: 


Р(х) = х.(1+х+ x* +...+х?5) = x. 


Fica claro, agora, que as raizes de P(x) serão: 0, „ЕЗ t=1,2,....23 


«(6 


Dessa forma: 
[bal + [ba] +... + [ba] = 


"«( (а) 
o) 
“(=(5)) 
(s «rt 


+... + 


=|Re(02)|+ 


Re 


= |Re (0?)| + 


=0+ 


=0+ + + 


5) 


=0+——+—+0+—+ +1+——+—+0+—+——+1+...+ 
2 2 2 2 2 
а 
1 volta no circulo trigonométrico 2a volta 


|.1+|,|+...+|,[= 7 + 4.4/3 


Exercício 4.15 Chamemos о polinômio de Р(х). 


Para que seja divisível por x + a, devemos ter que (Resultado 4.3.1): 
P(-a)=0 
Com isso: 
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P(-a)=2.(-a)” sa” (-ay" 7" E. 
MP ат-ат 
=а".(2.(-1)" яй -1) 2Q 


O sinal de cada parcela depende da paridade dos expoentes. Portanto, para 
esta análise, vamos abrir os quatro casos possíveis. 


i) m par, n par 
a" (2.(-1)" «(277^ 1) 2a". (2 41-1) «0 
(Nào é possivel!) 


й) т par, n impar 
-3 
a". [2.(-1)" + (17^ - 1) = а". (2.1-1-1)=0 
(Possível!) 


iii) m impar, n par 
a^ (2.(-1)" « (-1" 7^ -1)=a™.(-2-1-1)=0 
(Não é possível!) 
iv) m ímpar, n impar 
a^ (2.(-1)" + (-1" -1) = a™.(-2-1-1) «0 


(Não é possível!) 


Devemos, então, ter: 


m par , n impar | 
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Exercício 4.16 
O valor da soma das raízes comuns às equações: 
x* —7.х? « 16.x? -15.x +3 | х“ -3x3- x? -7x42 
-x* «3339 +х*+7.х-2 1 


- 4X? «17 x? -8.x +1 


x* -3332- x? - 7x42 | 4x? -17.x2+8x-1 


+ 5 
+ 


37 2 37 37 37 
x*-Tx. 
16 4 16 1 


4x? -17.x2+8x-1 x? - 4x «1 


-4x? (16 x? - 4x 4x -1 
- x? «4x -1 
Resto: O 


Do algoritmo do MDC segue que as raízes comuns às equações serão raizes 
do polinômio: x? —4.x «1 n0 x=2+wv3 


O valor da soma das raizes é, portanto: Soma = 4 


Exercício 4.17 
O mesmo procedimento do Exercicio anterior poderia ser seguido. Porém, 
proporemos uma outra solução. 


À primeira equação, pode ser alterada da seguinte forma: 
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x! -2x -2.x? -9.x'* - 18x +18 = 0 
o x*(x'-2x-2)-9.(x-2x-2)-0 
o (x2-9).(x2-2x-2)=0 
Note que, sabemos portanto as raizes da primeira equação. O primeiro fator 


multiplicante, nos indica que 3 e — 3 são raizes. Substituindo ambos os 
valores é fácil perceber que não são raizes da segunda equação. 


Para verificar se os polinômios têm raizes comuns, a nossa única esperança 
seria no segundo fator multiplicante da primeira equação: x?-2.x-2 
Verifiquemos se a segunda equação é divisível por esse fator: 


х“ -12 x? + 44 x? -32.x -52 | х2-2х-2 
-xf +2 х3 +2x? x? -10.x +26 
-10x? + 46 x? – 32.x – 52 
10x? -20.x? -20.x 
26.x? -52.x - 52 
-26 х? «52x +52 
0 


De fato, é divisível! As raízes comuns às duas equações são as raizes de: 


Exercício 4.18 


Vamos montar o polinômio pedido: 
Р(х) = ax +bx?+cx+d 


P(x-1) =P(x)+(2x) 


Forgando a identidade: 
a(x-1)*« b.(x-1)?- c(x-1)- da a.x? + b.x? +c.x + d+ 4x* 
= gxf-3ax'«3ax-asDbx5-2bx«b« g -с+ 
= pK + D>2 + ge + W + 4.x2 
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—-3ax*«(3a-2b)x«(b-c-a) = 4x? 


-3a=4 
>¿3a-2b=0 
b-c-a=0 
лак b=-2 EEE vd 
3 3 


Logo os polinômios que atendem às condições são: 


Da lei de formação deste polinômio, temos: 
P(0) = P(1)+ (2)? 
P(1) =P(2) + (4)? 


P(n-1)= P(n)+ (2n)° 
mando todas as equações acima, a primeira parcela do membro à direita 
Je uma equação irá sempre se cancelar com o membro à esquerda da 
equação seguinte, de modo que a soma de todas as equações acima seja 
dada por: 
P(0)=P(n)+[22+42+...+(2n)?] 


>-2p-20:-20+d=-2nº-2nº-2n+d + Y Qu. 
3 3 3 3 katan 
Com isso, calculamos a soma pedida: 


Exercicio 4.19 


xt ¿a bx+c 
х?+1 — x41 x?'-x41 
з 1 ç 3 
= (+4) = (х° +1)+а LEY is SAS 0 


+1 х2-х+1 


Sabendo que -1 é raiz de x? + 1, podemos fatorar: x3 +1 = (х+1).(х2-х+1). 
Voltando na expressão da identidade: 
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Г (х2 +4) = GO 1) a (xX* - x +1)+ (bx e c).(x +1) 
| =x'+1+ax?-ax+a+bx2+bx+cx+c 

| =x)+x2(a+b)+x.(b+c-a)+(1+a+c) 
i 

| 

! 

1 

| 


| Бе 
b+c-a=0 as da batt, c=2 = a+b+c=2 
|1+а+с= 4 


| Exercício 4.20 x° + рх + а ё divisível рог x?+ax+b е х? +гх + $. Sendo 

«ef raizes de x?+ax+b е у, 8 raizes de x? 4 rx + s, com certeza uma 

| das raízes do primeiro será igual а uma das raizes do segundo (uma vez que 

to polinômio x*+px+q pode ter no máximo 3 raízes). Sem perda de 
generalidade, tomemos с = 8. 


Da relação de Girard da soma das raizes para os 3 polinômios, teremos: 
|988 | =-(a+r) 
y =r=a+y > yB=r 
es Ee 
Da relação de Girard para o produto das raízes de um dos polinômios: 
b =u =-r.(a+r) 


Exercício 4.21 
Suponhamos por absurdo, que A(x) seja divisível por B(x). Ou seja, toda raiz 
k de A(x) será raiz de B(x). Logo, para x = k: 


A().C() + B(K)D(K) = 1 0=1 (Absurdo!) 
=0 =0 


! Logo, nossa hipótese de que A(x) é divisível por B(x) é falsa. Ou ainda, A(x) 
| não é divisivel por B(x). 


Exercício 4.22 
Para a solução deste exercício usaremos, fundamentalmente, o Resultado 
4.8.1 e as suas consequências diretas. 


| 
I 
| 


Se (x - é fator do polinômio (isto é, x = 1 é raiz de multiplicidade k do 


į polinômio), então, x = 1 deverá ser raiz de Р(х), P'(x), ..., pl Dog). 


| Verifiquemos isso agora: 


L 
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P(x) = x — (2n 4 1).x^*! + (2n +1).x" -1 э P(1)=0 ok! 
P'(x) = (2n +1)х2° - (2n « 1) (n + 1).x^ +(20+1)0n.x"" 
-(2n « 1).(X^ - (n +1).x" пх") > P'(1)20 ok! 


Р'(х) = (2n + 1).((2n)x?"' = (n « t)nx"* + n(n- 1x?) 
-(2n«1)n(2x?" (n. 1)x  «(n-1)x?) > Р"(1)=0 ok! 
P"(x) = (2п + 1).0.(2(2n -1).x?7? _ (n+1).(n-1).x"7? +(n-1).(n-2)x"?) 

> P"(1)=0 


Note que 1 não é raiz de P'"'(x) mas é raiz de Р(х), P'(x) e P"(x). Ou seja, 1 
será raiz de multiplicidade 3 de P(x), ou ainda: 


k 3 


max = 


Exercício 4.23 Seja К a raiz inteira de Р(х). Podemos escrever que: 
Р(х) = (x —k).Q(x) 


Dessa forma: 
-A 


Р(—1).Р(0).Р(1) = (1- k).(-k).(-1-k).Q(0).Q(-1).Q(1) 
= A.(k-1).(k).(k +1) 


Como A não necessariamente será inteiro, a afirmativa é falsa. 


Exercício 4.24 
Р(х) é do quarto grau, portanto é do tipo: 


Р(х) = а.х“ +0.х3 «cx? «dx«e 


Com isso: P(1-x) = a.(1— x)“ + b.(1— х)? +с.(1- х)? +а (1-х)+е 


Desenvolvendo: 
P(x)= а.(1- 4.x+6.x2 - 400 + х°)+ b.(1- 3.x + 3.x? — х) + 


+ c(1-2x+x2)+d(1-x)+e 
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=ax + х? (-4a-b)+x?.(6a+3b+c)+ 


+x(-43-3b-2c-d)+(a+b+c+d+e) 


Da identidade P(x) = P(1-x) para todo x real, segue que os coeficientes 
correspondentes a cada expoente de x devem ser iguais: 


-4a-b=b 
6a+3b+c=c = b = -2a 
-4a-3b-2c-d=d a-c=d 


a+b+c+d+e=e 


Existem infinitos polinômios que atendem à condição, e devem ser do tipo: 


ax'-2ax! «cx? «(a-c)x«e ає к", ceeR 


OBS: а deve ser não nulo, para que о polinômio seja do 4º grau. 


Exercício 4.25 Seja Q(x) = Р(х) — 2. Sabemos que: 
Q(1) = Q(-1) = Q(2) = Q(-2) = Q(-3) = Q(3) = 0 


Da definição de Q(x), temos que este também é 6º grau Além disso, 
conhecemos todas as raizes de Q(x), de tal forma que podemos escrever: 
Q(x) = a.(x - 1).(x +1).(х —2).(х + 2).(х + 3).(х—3) 
= а.(х? ~ 1).(x?- 4).(x? — 9) 
Conhecemos a menos do valor da constante 'a', o polinômio Р(х): 
Р(х) = a.(x2 —1).(x2 — 4).(x? -9) + 2 
Para determinar o valor de 'a', façamos x = O: 


Р(0) =a.(0-1).(0-4)(0-9)+2=1 у а= 2. 


36 


Com isso, podemos determinar Р(4): 
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P(4) = NS -9) +2 =37 


Р(х) = Q,(x).(x +1)? +1 
Р(х) = О, (х).(х 1) -1 


Ехегсісіо 4.26 


Derivando as equações сот relação а variável х. 
M(x) 

lero = О, (х).(х +1)? +3.0,00.(x+ 1 = (x +1)? [Q',00.(x+1)+ 30,00] 
"eo = Q'69.(x - 1 +3.0,(х).(х - 0? = (x - 1) [а 09.(x- 1) 3.3509) 
i N(x) 

[P'69 = (+1) М(х) 

|р(х)= (x - 12 мо) 
.u seja, sabemos então que -4 e 1 são ambos raizes duplas de Р(х). 


Sabemos então 4 de suas raizes. Como P(x) é do 5º grau, P'(x) é 
necessariamente do 4º grau. Sabemos, portanto, todas as raizes de P'(x). 


Podemos escrever: 

, 2 2 2 

P'() 2a (x +1) (x-1) =а.[(х -1).(x «1)] 
= a.(x1 - 1 =axº-2ax?+a 
Para acharmos P(x), basta integrarmos P'(x): 
5 3 
à 2 27 x 
P(x) = [Р (x).dx = apa +ax+C 


Para determinarmos as constantes arbitrárias a e С, utilizemos as seguintes 
substituições: 


Р(1)=-1 = rar 


|Р (-1) =1 > Catia dee 
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Portanto: 


Exercício 4.27 Sejam as raizes consecutivas: m-1, m, m+1. A soma dos 
quadrados delas é igual a 14, logo: 
(m-1)?+m2+(m+1)? = 14 


m>0 
= m-2m+1+m*?+m*+2m+1=14> 3m?=12 > m=2 


As raizes são, portanto: 1, 2, 3. Das relações de Girard: 


S5 =1+2+3=-a |a= 
52 =1.2+1.3+2.3=b b=11 
Si =1.2.3=-c [с=-в 


Logo: 


Exercício 4.28 Por inspeção, não é dificil notar que x = -1 é raiz do polinômio 
para qualquer valor de т. Fatorar o polinômio também não é tão dificil: 


x3 ex? +т.(х? +х}+9.(х+1)=0 


= х?.(х +1) +mx.(x+1)+9.(x+1) =0 


> (x +1).(x? +mx+9)=0 


Vamos analisar o polinômio que contém as demais raízes da equação: 
-mz Vm? -36 
2 


x +mx+9=0 6 x= 


As soluções serão reais e distintas se o conteúdo do radical no numerador for 
positivo. Não devemos esquecer do caso m = -10 no qual -1 é raiz dupla. 


m?-36>0 = (m+6)(m-6)>0 > m<-6 ou m>6 
Se o conteúdo do radical for 0, as duas raizes são iguais ( m = 6 ou m = -6), 
ou ainda, a equação possui uma raiz de multiplicidade 2. 


Da discussão acima, segue que: |I e Il são verdadeiras e lll é falsa. 
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Exercício 4.29 


Para que haja duas raizes comuns, o MDC entre os dois polinômios deve ser 
do segundo grau: 


x! ах? +0.х +18 x? +0x2+bx+12 


хэ -b.x -12 1 
ax? -bx+6 
x + 0x2 «bx +12 ax? 4 0.x? -bx 46 
-x+ 2 lx E 
a a a 


b asco. гад b.x? + (ab - 6).x +12.a 
a 


a 


Para que o MDC seja do segundo grau, o divisor e o resto da ultima divisão 
devem ser múltiplos um do outro. 


ab-6 
jo Ib 8)... 122 = х2 b 


b b | a а 
(ab-6) _ b 
E bo ata a.b reais 
P > 
12a 6 
b a 


As raizes comuns serão as raizes de: x? - 2x + 6 , ou ainda: 


Exercício 4.30 
Seja P(x)=a, x" +а„_х"7'+...+а,.х+а, 


Da relação de Girard, como o produto das raizes vale 1: 
a n impar 
(ay tt =1 > а, = -ao 
ао 
Com isso, segue que 
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P(1) = ap +а, 3.1! +...+а,.1+ ау 
=a, +a, +... +a, + ao 


a a, ). 
(+80) (soma de P.A.) 


! m.n = — p.q. Das relações de Girard, podemos escrever: 


36 1 
m+n+ =— = — Eq. Í 
PET eb. d (Ea. 1) 
тла тр+та+пр+па+ра= 28 = (Eq.11) 
| | E ` ` e А P" 144 36 . 
11 2 
m.n.p + m.n.q +m.p.q + n.p.q = —— Eq. Ill 
p+mng+Mpa+npa=-—— (Eq. 111) 


тпр. = – (Еа. IV) 


144 


Da Equação Il, percebamos que: 


» 7 3 T 
mf +тр+та+пр+па+ pi = -zr => m.(p +а)+п.(р +q) = -35 


= (т+п).(р+а) = 2 (Eq.V) 


Aproveitando a simetria, chamemos: A=m+n; B= p+q. Das eqs 1 е V, 
segue que: 


$ 
; 4 
[^8 = - 
| 36 


| 

| 

| 

i 

| 

| |^ +В = 
| 

| Ае В serão, portanto, as raízes da equação do segundo grau: 

36.,?-9-7=0 

Logo: 

_ 92 /81+1447 _ 1 
А 72 3 12 


A,B 
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"sem регда de deneraldadé Podemos escrever: 


1 7 
т+п=-— i gu Eq. VI 
pang р+а= 2 (Ea. VI) 


Voltando agora na equação IV: 


mn= BE mn= 
Ou seja, temos duas possibilidades: ; " ou 
[pa = “12 Pq 5 


і 
(тп) (ра) = (mn). (-mn) = (тл) == £, тп = + | 
| 


Devemos ter cuidado, pois essa escolha não é mais arbitrária, uma vez que | 
já foi escolhido (sem perda de generalidade) os valores de (m + n) e de, 
(р + q). A equação !ll nos deverá indicar qual dos casos escolher, uma vez | 
que т, п, р, q devem atender à: 


11 
тлр + тла + тр.9+ пра = тл.(р+ а) + р.а. (m+n)=-— 


H 
144 | 
ER URLS a e Н, | 
P2 7 P313 7 7144 | 
11 

= ?тл-4ра=-у2 | 
| 
| 

mn=-— 
O que nos dá que a possibilidade correta é: . 12 (Eq. VII) | 


Das eqs VI e VII, tiramos os valores de m, n, p, q. As raizes da equação são, 
portanto: 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 


Ei ——————————— Ha 
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Exercício 4.32 
Substituindo y da segunda equação na primeira: 


a(x+(x+k))+2x=0 > a.(2.x7+2.x.k +k*)+2x = 0 
> 2. ax? + 2 .xa.k + ак? + 2.x = 0 
ak? 


> ах? + x (ak етв 


-(ak + 1) x Ја?к? + 2.a.k + 1- 23%? 


х= 
2 
‚_-Цак+1)*У-а**+2 ак +1 
-— = ———————————————— 


2 


Para qualquer que seja k, devemos ter: f(k) = -a?k?-2ak +1 > 0 


Se a for nào nulo, f(k) é uma equação do segundo grau em k, com 
determinante sempre positivo, e portanto, f(k) terá sempre raizes distintas. 
Graficamente, nào é dificil notar que fora das duas raizes, teremos valores de 
f(k) negativos (o que é contradição, pois as soluções em x e y deveriam ser 
reais para quaisquer valores de k). 


Ou seja, a não pode ser não-nulo, ou em outras palavras, a = 0. Veja que 
nesse caso, o determinante da equação do 2º grau em x vale 1 e terermos 
soluções reais para todos os valores reais de k. 


Exercício 4.33 Seja k o valor da raiz mencionada da primeira: 
к? -10k? -31K -30-0 
(3k)? - 21(3k)? + 98(3k) - 120 = 0 


Multipliquemos a 1º equação por 27 e em seguida, subtrairemos uma 
equação da outra: 


[27 -270k?+837k-810=0 
|27.K? -189.k? + 294.k - 120 = 0 


+3 
> 81k?-543k+690=0 = 27k?-181k+230=0 


181+ 432761-4.27.230 181+89 46 
ak = — — s = 5 ou — 
54 54 27 


278 Matemática em Nivel IME/ITA 


Devemos verificar a raiz k na primeira equação. Por inspeção, vemos que 5 é 
raiz da primeira equação. O algoritmo de Briot-Ruffini, permite que achemos 
as outras raizes de cada uma das equações. 

pe -10x7 +31 X -30 = (x - 2) (x -3).(x - 5) =0 


|x? -21x* + 98.x – 120 = (x -2). (x - 4).(x -15) =0 


taequação: S=(2,3, 5} 
2a equação: 5 = {2, 4,15) 


Exercício 4.34 


Р(х) = ag +а.х+а„.х? +...+а„.х" 


Do enunciado: 
4 m 
(P()=aç+a,+a,+..+a, é impar А 
i (1) = ao + 2; +a; n j > a+a+..+a, É par 


Р(0) = a, é impar 


Como a somaa,+a,+...+a, ё par, devemos ter um número par de 
coeficientes impares entre а,,а,,.... an- 


1 - Vejamos se é possivel que P(x) tenha raizes impares: 


Seja k um inteiro impar. Р(х) é uma soma de parcelas do tipo a.x’. Se a; for 
par, é imediato que a parcela aj.x! será par. 


Mas а.х! se for impar, a parcela será impar. Lembrando que os coeficientes 
impares se encontram em número par, a soma de um número par de 
parcelas impares é par! Portanto: 


ak+a,k2+.. +a,k” é sempre par! 
Como a, + é impar, segue que: 


P(k)= ay +a,.k +az.k? +... «a, k^ é sempre impar! 


Ou seja, para qualquer k impar, P(k) é impar (náo podendo ser zero). Em 
outras palavras, náo existe raizes impares de P(x). 


2 - Vejamos se é possivel que P(x) tenha raizes pares: 


Seja k um inteiro par. Р(х) é uma soma de parcelas do tipo а.х. Como x = k 
é par, todas as parcelas serão pares. Então: 
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ak+a,k2+...+a,k” é sempre par! 
Como a, + é impar, segue que: 
P(k) = ay +a,k+a7k? +... +a,k” é sempre impar! 
Analogamente, P(x) náo pode ter raízes pares. 
Como as raizes não podem ser pares nem impares, concluimos que P(x) não 


tem raizes inteiras. 


Exercicio 4.35 O resultado da divisáo, para náo depender de x, deverá ser 
igual a uma constante numérica. 


(2 - m).x? + (m-1).x? + (n+1).x+(p-3) ы 


k 
x2-6x+1 


> {(2-т).х? + (т- 1).x? + (n+1).x + (p - 3) = k.(x? -6x + 1) 


2-m=0 m=2 
m-1=k jk 1 
n+1= -6.k n=-7 
p-3-k p=4 

| Exercício 4.36 x'+mx2+n=0 


Usando o Teorema 4.4.1, como os coeficientes da equação são todos reais, 
se uma raiz é complexa, seu conjugado também será raiz. Dessa forma, 
temos que as raizes da equação são do tipo: 2, 2, a (zzeC,«e x) 
Da relação de Girard, temos que: 

Sg=azZ=-n 


Formula 1 2 3 n 
= ајј?=-п > ak="n > q=-— 


Como a é raiz do polinômio: 
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3 .2 
wW+ma?+n=0 > (-? ЕЈ +n=0 
k ky 


> -ma«mn?k-enk?-0 


+ —— 


Exercício 4.37 Considere solução de Báskara para a equação : 


Я i 
(p-3)x?- 2рх + 6p=0 | 


_ 2p+ Јар? -4.(р-3).6р _ p+ үр? -(p-3)6p 


2p-6 p-3 


= x 


Primeiro, para que as raízes sejam reais, o determinante no radical deve ser 
positivo. 


p? - (p-3).6p > 0 

o- 5p? +18p>0 

o р.(18-5р)>0 
Se р > 0, para que o produto seja positivo, devemos ter: 18 – 5р > 0 ou 
ainda, p < 18/5. 
Não é possível o caso p < 0, pois para que o produto seja positivo, 
deveríamos ter 18 — 5p < 0, o que levaria à condição: p > 18/5 (contraditória) 


Ou seja, os valores de p que fazem a equação ter soluções distintas e reais 
é: 


Ü«p« E (Condição 1) 


Além delas serem reais, as raizes devem ser positivas 


2 
_ P£ Jp? - (p -3)-6p : 
p-3 
A maior das raizes será positiva sempre que o denominador for positivo (ou 
seja, sempre que p > 3). A nossa Condição | passa a estar um pouco mais 
restrita e representada pela condição ll: 


x 0 


18 
3«p« 5 (Condição 11) 


Para que a menor das raízes seja positiva, devemos ter o numerador 
positivo; 


w Cos titi с 05 = á 


00099 
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р-р? -(р-3).6р>0 => p?> p?-(p-3).6p 


> р(р-3) > 0 


Essa condição já é satisfeita pela Condição Il. Ou seja, os valores de p que 
tornam as raizes positivas e reais, são: 


18 
3«p«— 


OBS: Uma outra saida (talvez mais rápida) seria impor a condição das raizes 
serem positivas ao restringir que ambos o produto e soma das raizes da 
equação do segundo grau devem ser positivos. 


Exercício 4.38 Р(х) = х“ -14.x? +24.x -k 


Para que as 4 raizes sejam distintas, não deverá haver raizes duplas de P(x). 
De acordo com o Resultado. 4.8.1, as possibilidades de raizes duplas são 
raizes de P'(x). 


P'(x) = 4% -28.x +24 


Olhando para P'(x), logo salta aos olhos o fato de que os coeficientes do 
polinômio têm soma nula. Ou seja, x = 1 é raiz de P'(x). Uma simples redução 
de grau pelo algoritmo de Briot-Ruffini nos dá as demais raizes do polinômio. 


Р(х) = 4.(x-1).(x- 2). (x +3) 


As únicas possibilidades de raizes duplas seriam x = 1, x = 2, x = -3. Para 
que náo haja raizes duplas basta que P(x) náo se anule para nenhum desses 
trés valores. 


Р(1) = 11-ке 0 o kz11 
Р(2) = 8-ке 0 o kx8 
Р(-3) = -117 -kx 0 o kx*-117 
Ou seja: 
| k=-117,8,11 
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Exercício 4.39 
Suponha Р(х) de grau n com n + 1 raizes distintas: К+, kz, ...kn., da seguinte 


forma: Р(х) = а,.х" + a, X7! +...+a;x +а, 
Como ki, ka, ...Kn,1 são raizes: 
n n-1 = 
a,k' +a, k T +... +ayk +ag=0 


aj, K? + ap AK? +...+ak;+a9=0 


ank3 +а K3" +... +а Кз +29 =0 


ak eap QKT +...+а,К„ +ag=0 


n п-1 Р 
а, Ks, ta, Кау +... +а Kp,1 +89 = 0 


Note que as equações acima constituem um sistema linear nas vanáveis: 
an: а-л, 581 ао 


O sistema linear é um sistema homogêneo, o que nos leva a uma entre as 
duas possibilidades: sistema possivel e determinado (soluções todas nulas, 
ou triviais), ou sistema possível e indeterminado. Para sabermos qual dentre 
as duas possibilidades é verdade, verifiquemos o determinante principal da 
matriz do sistema linear. 


ko РЬ ood 

ко ка. К, 1 
Det=|. a йй 0. ZQ 

kn MES ж. К. 24 

9 кы s: Knit Mania 


Trata-se do Determinante de Vandermonde cujo resultado é conhecido: 


Det = (k; —k2).(K, —K3)....(Ky = Каа). (К -K3).... = | [(K; -k,) 
ij 
Ora, mas as raízes sáo distintas, ou seja, o produtório do determinante é nào 
nulo. Ou seja, como o determinante principal é nào nulo, o sistema linear 
homogêneo é Possível e Determinado, e admite, portanto, somente a solução 


trivial: a, =а,_ =... =а, = ар =0. Р(х) é, portanto, necessariamente o 
polinômio identicamente nulo. 


Conclusão direta do resultado: Um polinômio com infinitas raizes reais só 
pode ser o polinômio identicamente nulo. 
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Exercício 4.40 Considere o polinômio: Q(x) = (х +1).P(x)-1. 


Como Р(х) é de grau n — 1, Q(x) é de grau n. 
Note que: Q(k) = (+1). 1 =0 parak=1,2,3,...,n. 
+ 


Ora, conhecemos todas as raizes de Q(x)! Podemos escrever Q(x) na forma 
fatorada: 


Q(x) = A.(x - 1).(x- 2)....(x —n) 
onde A é uma constante a ser determinada. 
Para determinar A, façamos x = - 1 em Q(x) = (x + 1).Р(х) -1 : 
A.(-1-1).(-1- 2)....(-1- n) = (-1« 1) P(-) - 1 
> A(-1)".(n+1)! =-1 


C 


cS (n * 1)! 


E com isso, podemos escrever: 


a -2)..(x-n) = (x +1).P(x)- 1 


Fazendo x = 0 na expressào acima: 


ы MNT -1).(0-2)....(0—n)=(0+1)P(0)-1 


(n +1)! 
A n+1 s 
> 2 (74 (n!) = Р(0)-1 
2-1 
121+1 
> LA eo 


n 
Р(0) = —— | 
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Exercício 4.41 Sejam m, n, k as raizes da equação. Das relações de Girard, 
segue: 

mn+nk+mk =0 

mnk=b>0 
Vamos abrir a análise em dois casos (a existência ou não de raizes 
complexas). No primeiro caso, seja m uma raiz complexa. Como os 


coeficientes são reais, de acordo com o Teorema 4.4.1, o seu conjugado 
também é raiz (seja n esse conjugado). Logo: 


mnk=b > mñk=b > |m|*k=b pa 
mP 


Ju seja, nesse caso está provado que só existe um única raiz real positiva. 
Vejamos agora o caso de raizes somente reais. Da condição m.n.k > 0, 
sabemos que devemos ter ou as 3 positivas ou 2 negativas e uma positiva. 
Se as 3 forem positivas, a condição m.n + n.k + mk = O não é satisfeita, 
portanto a única possibilidade é que sejam 2 raizes negativas e 1 positiva. 


Em ambos os casos possiveis, ficou provado, portanto, que só existe uma 
única raíz real positiva. 


Exercício 4.42 Considere o polinômio genérico: 


2 n 


Р(х) = ag * a4.X * a2.X^ +...+а„.х 


Para um dado real a, tomemos x = x - a + a. 


= `2 п 
Р(х-а+а)=а„+а,(х-а+а)+а,.((х-а)+а) +...+а,.((х-а)+а) 
=х 
Note que no desenvolvimento aparecem vários binômios com parcelas (x — а) 
e a, elevados a diferentes potências. O binômio de Newton nos garante que: 


((х-а) + a) = XE - a) 


Ou seja, cada parcela está desenvolvida em termos de potências de (x-a). 
Consequentemente, temos que P(x) pode ser desenvolvido em poténcias de 
(x - a). Ou ainda, podemos dizer que existem A5,A,,..., A, tais que, para um 
dado a real: 


P(x) = Ag + A. (x-a) € A? (x -a) +...+ Ap (x-a) 
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Exercício 4.43 Aproveitando o resultado da solução do Exercício 4.24 no 
qual determinamos todos os polinômios do 4º grau possiveis com a condição 
Р(х) = P (1 — x), temos: 


P(x) = a.x -2ax? «cx? + (а-с).х+е aeR*,ceecR 
Como o coeficiente do quarto grau é unitário, temos a = 1. 
De P(0)= 0 e P(-1)= 6, segue: 
[Р(0) = 0* –2.0° +с.0° +(1-с).0+е - 0 э e=0 
Po =(—1)*—-2.(-1# +e (1 +(1-с).(-1)=6 > c-2 
Logo: 
Р(х)=х®-2.х% +2.x? - x 


Exercício 4.44 Considere a expressão dada como sendo um polinômio do 3º 
grau em x: 


Р(х) = x? - (3.y.z).x + (у? + z?) 


Note que x = - y — z é raiz do polinômio, pois: 


Р(-у-2) = (y 2)" (892) (y -2)+(Y+2>) 
= -(y?+3yz.(y +2)+2*)+3.y.2(y +2)+(y*+2>) 
=0 


Sabendo uma das raizes do polinômio, podemos reduzir o seu grau pelo 
algoritmo de Briot-Ruffini: 


-y-z | 1 -y-z у? +22 -y.z 0 


Р(х) = (x -(-y -z).(x* -(y +2). x + (y? +z? - yz)) 
-(x*yez).(xX*- xy -xz - y?+2*-y2) 


O que nos leva ao resultado de fatoração bastante conhecido (e bastante 
importante): 


Xe y! +223 хуг = [X +y + z).(x2 + y? + z2 — xy - xz -yz) 
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Exercício 4.45 Do resultado de 4.42 sabemos que qualquer polinômio pode 
ser desenvolvido em série de potências de (x — a) para um dado a real. 


Р(х) = Aç+A,(x-a)+ Az.(x -ay +... + As (Xx -ay (Eq. 1) 


Vamos determinar os coeficientes. Façamos x = a na Eq. |: 


P(a)=Ag+A,(a-a)+A,(a-a)+..+A (a-a)” = Ap =P(a) 
=0 


Sabemos que um polinômio é uma função derivável em qualquer ponto real, 
e em qualquer ordem. Derivando a Eq. | com relação a x: 


P'(x) = A; 42A; (x-a) «343. (x -aJ e nA, (xa) (Eq. m 
*azendo x = a agora na Eq. Il: 


P'(3)- А, +2А, (а-а) +3.Аз. (а-а)... +пА, (а-а)"' > А; = Ра) 
-0 


Derivando a Eq. 11 com relação a x: 
P"(x) = 2А, +3.2A9.(x-a)+...+n.(n-1).A,.(x-a)”? (Eq. II) 


Fazendo x = a na Eq. Ill: 
P'(a) 
2 


2 


Р"(а) = 2.А, + 3.2А;.(а-а)+...+п.(п- 1).А,.(а-а)^ > А, = 


=0 


Repetindo о processo, п vezes teremos os valores de todos os coeficientes. 


Voltando na expressão inicial da equação |, temos que: 


DR P) 


! а 


Р(х) = Р(а)+Р'(а).(х-а)+ 
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Exercício 4.46 
Seja P(x) um polinômio genérico dado por: 


Р(х) = a,.x^ +a, x +...+а.х +29 


Considere a divisão de P(x) por (x — a), dando o quociente Q(x) de grau n —1 
e um resto r real: 


Q(x) = ах +... + x + 90 
>P(x)= (Ages +... +GX + %).(x-a)+ r 


= Р(х) = qu X^ +(9n-2-29p-1)X"" +... + (qo —a.q,)-x +(-ago +r) 


Da identidade acima, tiramos: 


an = 9-1 On-1 = An 

An-1 = Qa-2 7 а-9,_1 9-2 = 8n-1 + а.9,-1 
95-2 = 9-3 —AQn.2 Чл-з = 80.2 + AQn.2 
a> = Q, - 2.02 qı = a> + аа 

а; = 9 -84, Jo = а, + a.q; 


ao =г- а.а, r= as + a.do 


Note que o resultado destacado justifica exatamente a forma de como é 
disposta o Algoritmo de Briot-Ruffini. 


Exercício 4.47 Utilizaremos o seguinte artificio: 


“Se dois polinómios sáo tais que um divide o outro, entáo estes dois 
polinômios são iguais!". 


Da definição de divisão, temos que: 
М(х) = N(x).Q(x) + R(x) = R(x) = M(x)-N(x).Q(x) (Eq. |) 
Chamemos de A(x), o MDC entre M e N, e B(x) o МОС entre N e R. 


Da definição de MDC, sabemos que A(x) divide M(x). Portanto, podemos 
dizer que existe um polinômio D1 (x) tal que: 

M(x) = A(x)D;(x) (Ед. 1) 
Analogamente, como A(x) divide М(х), existe D2(x) tal que: 

N(x) = A(xX)Do(x) (Еа. 1) 
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Substituindo as equações ll e Ill na equação |, segue: 
R(x) = A(x).D,(x) - А(х).0,(х).О(х) = A(O). [Di (x) - D, (x) .Q(x)] (Eq IV) 
BO To 
Da equação IV, segue que A(x) divide também R(x). Mas como A(x) divide 
N(x) e R(x), teremos que A(x) dividirá o МОС entre Ne R (isto é, A(x) divide 


B(x)). 
Além disso, analogamente ao que fizemos para A(x), faremos para B(x): 


N(x) =B(x)D4(x) (Eq. V) 
R(x) = B(x)Ds(x) (Eq. VI) 


Substituindo as Eqs. V e VI em |, segue: 
B(x).Ds (x) = М(х) - BX)D4(x).Q(x) = M(x) = B(x). (Ds (x) +0, (х).О(х)) 
0,(х) 
(Eq МЇ!) 
Segue, da equação VII que B(x) divide М(х). Mas como В(х) divide N(x), 
segue que B(x) divide o MDC de M e N, isto é, A(x). 


Se A(x) divide B(x) e B(x) divide A(x), segue que: A(x) = B(x), ou seja: 


мос [M.N] = MDC [N, R] 

OBS: O Algoritmo de determinação do MDC se vale desta propriedade. 
Dados dois polinômios M e N, começa a busca pelo seu MDC dividindo M por 
N; em seguida, divide-se N pelo resto R da primeira divisão (o MDC entre 
esses dois polinômios é o mesmo MDC procurado), e assim sucessivamente. 
Se em alguma dessas divisões sucessivas encontrarmos um resto nulo, 
encontramos o maior divisor comum do ultimo par da divisão, que, de acordo 
com o que acabamos de provar é justamente MDC[M,N]. 


Exercício 4.48 Seja P(x) um polinômio genérico de grau finito n. Vejamos 
como P(x) se comporta para alguns pequenos valores inteiros. 
Fazendo x = 1: 


P(i*e1)-(P() +1 > P(2-2 
Conhecendo, P(2), façamos x = 2: 
P(22+1)= (Р(2))? +1 = 22+1 > Р(5) = 5 


Conhecendo P(5), façamos x = 5: 
Р(52 + 1) = (Р(5)) +1=5+1 > Р(26) = 26 
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Epa! Você também notou que, se continuarmos nessa lógica, encontraremos 
infinitos valores inteiros do tipo К, para os quais P(k) = К? 


Ou ainda, se definirmos Q(x) = P(x) — x, existem infinitos valores raízes 
inteiras К de Q(x). Ora, mas se Р(х) é de grau п finito, Q(x) também será. 

E possível achar mais de n raizes inteiras para Q(x) qualquer que seja n 
inteiro, repetindo o processo abaixo n + 1 vezes. Do resultado da questão 
4.39, segue que Q(x) é o polinômio identicamente nulo! 


Q(x)=P(x)-x = 0 >| P(x)= x | 


Exercicio 4.49 Começaremos atacando este difícil problema, notando o que 
acontece ao substituirmos alguns valores de x. 


P(x?) + P(x).P(x +1) = 0 


(Eq. 1) 
Por exemplo, para x = O: 
P(0)=0 
P(0)+P(0)P(1)=0 = ¿ou 
leo = -1 
De cara, parece que descobrimos algo de importante. Ou x = 0 é 


necessariamente raiz do polinómio, ou P(1) será -1 (ou até mesmo ambos 
podem ser verdade!). Suponhamos x = O como raiz, por enquanto. 


Fazendo x = -1 na Eq. |. 


P(1)+P(-1).P(0)=0 = Р(1) = 0 
=0 
Ou seja, o fato de x = O ser raiz, implica que x = 1 é raiz também! Será que o 
fato de x = 1 ser raiz implica em conhecermos alguma outra raiz? 


Fazendo x = 1 na Eq. |. 
Р(1)+Р(1)Р(2)=0 > 0+0=0 


Nenhuma informação interessante saiu dai. Vamos ter que nos contentar 
com a única conclusão de que “O ser raiz implica 1 ser raiz”. 


Repare quantas consequências teremos se x = O for raiz. Ja concluímos que, 
se x = 0 é raiz, então 1 é raiz. Vamos buscar outras raizes do polinômio. Seja 
К complexo (podendo ou não ser real), diferente de O e diferente de 1 uma 
raíz de Р(х). Ou seja, tome К complexo tal que P(k) = O: 


Pk) = —P(k).P(k+1)=0 = P(k)-0 


=0 
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Concluimos que o fato de К ser raiz, implica k? ser raiz também! Ora, mas se 
К? é raiz, então, pela mesma razão mostrada, (k?)? será raiz, e assim em 
diante. De modo que, se as potências k?, k“, kê, ..., forem diferentes uma das 
outras, implicará que P(x) tem infinitas raízes! 


Vimos no exercício anterior que um polinômio com infinitas raizes é o 
polinômio identicamente nulo. Como procuramos polinômios diferentes do 
polinômio nulo, a menos que as potências k?, K', k”, .., sejam iguais, não 
poderemos ter k como raiz de P(x). Ou seja, para que k complexo seja raiz 
de P(x), não identicamente nulo, devemos ter: 

k?=k*=k =... 
Note que isso acontece nos casos da raíz que supomos como verdadeira 
(x = 0), e também рага x = 1 (que deverá ser raiz se 0 é raiz). O único outro 
número complexo que poderia atender à condição é o complexo k = -1, uma 
vez que, para este complexo, 

к2^=к° =к® 2... 


Mas é facil ver que x = -1 não pode ser raiz de Р(х). Façamos x = -2 na 


expressão da Eq. |: 
P(4) + P(-2)P(-1) = 0 


Isso mostra que, se -1 é raiz, entáo 4 é raiz. Se 4 é raíz, entáo 16 é raiz, e 
por aí segue novamente o problema das infinitas raizes. 

Com uma simples análise, descobrimos que Р(х) pode ter somente 1 e 0 
como raizes. Р(х) pode, portanto, ser da forma: 


P(x) = ах" (х - 1)". 


onde а, т, п são constantes. Lembre-se de que não provamos ainda que 
x = 0 é raiz (apenas nós supomos como verdade e concluimos algumas 
consequências interessantes). O polinômio acima é apenas uma proposta de 
solução. Para verificarmos se o polinômio proposto serve à equação |, 
substituiremos o mesmo na equação: 


Рх?) +Р(х).Р(х +1) = 0 
= ах? ".(х*®-1)' «ax".(x-1)' a.(x1)" (x) «0 
= ax" x". (x-1) (x1). «a*x".(x-1y (x 1)" (x) 20 
= ax" (x- 1 rara =0 


J 
0 


> poe +1) +а.(х +1)” x ] 


a 
> 
т=п 
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O polinômio Р(х) proposto satisfaz Eq. |. Ou seja, x = O é raiz desde que x = 1 
é raiz com a mesma multiplicidade, e o coeficiente de maior grau seja -1. 


Р(х) =-х".(х-1)' 


Soluções — Capítulo 5 


Exercício 5.1 

De acordo com o Resultado 5.2.2, uma equação recíproca de 2? Espécie terá 
grau par somente quando 1 e —1 forem raizes. O resultado 5.2.1 garante que 
uma equação reciproca de 2° espécie tem sempre a raiz 1. 


Ou seja, a partir da equação recíproca de 2º espécie de grau impar genérica 
abaixo, para se obter uma equação de segunda espécie de grau par, 
devemos acrescentar a raiz —1 (multiplicar pelo fator (x + 1) ). 


agx" - ax ^! e. c aux! - ax! 4. — 84x ag 


Multiplicando por (x + 1): 


(аох" ax"! +... + ax - a xi" -...-a/x-ap).(x+1) =0 
> [ax * ах" +. + a xit! La xl =... ax? - ax) + 
+ (аох" +a,x™ +. taxi ca x! -....- ах -29)=0 
> ag х"* + (a, +29).x” +... + (a, -a,).x! —....-(a, + 89). X-ag =0 
Bo Ne manc: — = 
b; b, =0 =-b, =-Do 


Note que o termo central sempre se anulará. 


Exercicio 5.2 Recorrendo ao método de resolução de equações reciprocas, 
pelo Algoritmo de Briot-Ruffini, primeiro retiraremos as raizes 1 e 41, 
resultando na seguinte equação: 


Р(х) =(x+)(x=1)(x! +2.х® +(1+а).х® +2.x +1) 


Аз demais raizes virão de: 
x! «239 « (1-a) x! «2x 41-20 
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F Dividindo a equação pelo expoente de x do termo central e agrupando: 


\ \ 
ü + ee erac 


Fazendo a mudanga de variáveis: x+2 =y 
> у2-2+2,у +(1+а) = 0 
> y +2y+(a-1)=0 


As solugóes em y e x devem ser reais: 
A =2-az0 => a <2 (Condição |) 


Voltando na variável x: 


x+ у > x-yx41=0 = A =y2-4 20 (Condição Il) 
x 


Da solução em y e da condição Il vem: 
2 — 
(-1+/2-a] -420 = 1+2./2-а+2-а-4>0 
= +2,/2-a>a+1 
= -2./2-а>а+1 (Condição III) 


A igualdade na inequação da condição lll ocorre quando: 
-2/2-a=a+1 = 8-4а= а? + 2а +1 
= а?+ба-7 = 0 
=а=1оца=-7 


Na verdade, a = 1 é uma solução falsa criada quando elevamos a equação 
ao quadrado. Veja: -2./2 — al, =-2 = (а +1). =2 


Ou seja, a igualdade da condição Ill ocorre somente para a = - 7. Para os 
demais valores de a temos: 


[-242-a 2841 , se as-7 
[-2F42-axa41 , se az-7 
Resumindo, o valor de a que atende às condições vistas é: as-7 
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Exercicio 5.3 Da hipótese, sabemos que p/q é raiz de P(x). Podemos 
escrever P(x) na seguinte forma. 


Р(х) = ZE = 2 Jaco 
q 
(Eq. 1) 


Ou ainda: Р(х)= -22 (9х) 20) 


Sabemos que, do Teorema 5.1.1, q deve dividir o termo a,. Em outras 
palavras, o termo а/а é inteiro. 


Fazendo x = т na Equação |: P(m)= ESG - та).О(т) 


\ 
O que nos leva a conclusão de que: Elis = (аъ | Qm) e Z 
(p-ma) i q) — 

ez 


Ou seja, (p — m.q) divide P(m). 


Exercício 5.4 Sejam m, n, p, q as raízes da equação, com: m + n = p + q. 


Das relações de Girard, temos que: 
ri = – 
[Só = (m+n)+(p+q)=-a 
152 = mn+mp+mq+np+nq+pq = 6 


52 = тпр + mnq + тра + пра = -c 


Mexendo um pouquinho nas equações chegamos а: 


т+п=р+а= -2 
i ME 


(m +n).(p + q) = тр + та+пр + nq 
-b-(mn + pa) 
тпр + тпа + тра + пра = mn.(p + q) + pq.(m + п) 


= 5 (mn + pq) 
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Juntando as informações acima, chega-se a: 


TO 


> 4ab=a? «8c 


39 a? ab 
= — —- = +c=0 

8 2 

(Eq. 1) 


Para determinarmos a equação transformada, recorremos ao algoritmo. 


3a3/64 — ab/4+c |-3a*/256 + a?b/16 — ас/4 +d 


1 3a/4 -За2/16 + b 


2а/4 -5a?16 +b 


| а3/8 — ab/2+c 


Note que, da Eq. І mostrada, o coeficiente d y é nulo, e com isso, a equação 
é biquadrada! 


Exercício 5.5 Note que: 


1 1 Le 1 1 
ESSA AS RE RS DAS ES EN PRE ira POLO GERQUE AO Sê 
m*-4m+4 n?-4n+4 p?-4p+4 (m-2) (n-2) (p-2) 


Fazendo a transformada y = x — 2, teremos como resultado uma equação 
com raizes m' , n', p', tais que: т' = m-2; n'2n-2; p'=p-2 .No fundo, 
portanto, o problema pede a soma dos inversos dos quadrados das raizes da 
nova equação transformada. 


Façamos a transformação utilizando o Algoritmo para Transformadas 
Aditivas: 
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15 AZ 


2 
4 
6 
8 
Equação Transformada: y? + 8.у? + 35.у +93 = 0 


Escrevamos agora as Somas de Newton para a equacáo acima, sendo m', n', 
p as suas raizes. 


S; =m'+n'+p' = S5 = -8 


5)=т®+п'®+р'®©=1+1+1=3 


vn! a! o! 2 
Sacha i, A UCA RE 
m' n' p m'.n'.p 55 -93 


Do Teorema de Newton (Resultado 4.5.1): 
$148.80 +35.S`, +93.S`, =0 


35 E " 263 

-848.3-35.— i = S = 

= -8 + 5 93 +93S2=0 =S. 8649 
Com isso: S', mctu d e uec dores ...263 
m? n? p'? (m-2)? (n-2)? (p-2)? 8649 


1 1 1 _ 263 


—— + 4 ———— = 
m*-4m-«4 n?-4n+4 p?-4p+4 8649 


OBS: Não estranhe uma soma de quadrados perfeitos dar negativos. 
Lembre-se que m, n, p podem ser complexos! 


Exercício 5.6 Seja y = x/k a transformada multiplicativa, onde k é a constante 
a ser determinada. 
5 10 


(ky) – 5.(ку)+10=0 => y'-y.—- 


gie 
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Da comparação com a 2º equação, segue: 


СА 
k? ium 
10 


aja 


= y” – 80.у +640 o 


Transformada usada: у= 4.х 


и 


Ехегсісіо 5.7 


Сот isso, temos: 


xn+2 =1 


Extraindo as raízes da unidade: 
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Exercício 5.8 O enunciado nos dá n pontos pelo qual o polinômio Р(х). de 
grau n-1, deve passar, uma vez que: 


1 
Р) = k + 


, K2123.....n 
1 


O Teorema 5.4.1 nos garante que esse polinômio existe. Utilizaremos a 
expressão de Lagrange para montar o polinômio. 


O Polinômio P(x) montado pelo raciocinio de Lagrange, fica: 


2 1 
Р(х) = 5 a (х) 


k-1 


Onde os coeficientes de Lagrange sáo dados por: 
k (K -1).(k -2)..... (к - (к —1)). (k - (k + 1)).... (kn) 


Como o problema nos pede P(0), convém determinar cada coeficiente de 
Lagrange avaliado em x = O: 


(0-1).(0-2)....(0-(к-1)).(0-(к+1))... E -n) 
(к -1).(k 2 2).....(k - (k —1)).(k — (k +1))....(k — n) 


A principio a fração acima parece “assustadora”. Vamos arrumar ela um 


pouquinho. 
(—1).(72)...(- (Kk - 1)).(- (k +1))....(-n) 
Гк 1) дк -2)....(0] [C79.....(7( -9)] 


er) 
Leo) [en nx] 


(ENT п! 
k.(k -1)!.(n-k)! 


а, (0) = 


a, (0) = 


к-1 п! 
te) кпк) 
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Olha só! O que parecia “assustador” começa a parecer "familiar". Com os 
coeficientes avaliados em x = 0 calculados, temos que P(0) vale: 


a Ck kw. e Ge. O n-1 Со 
P(0) = 0 (217 = 21 СА Д. +...+(-1 A, 
жн Уз o Ат 


Ora, mas quem estudou direitinho a parte de Complexos do livro está 
lembrado que já nos deparamos com somatórios deste tipo. 


Se você voltar aos exercícios já resolvidos do Capítulo 3, verá que, inclusive, 
já calculamos essa mesma soma no Exercício 3.12 (expressão (l)): 
с? Сз" A 
e e ———  =1l- — 
2 3 n+1 n+1 
Logo: 


Juito interessante, não? 


Exercício 5.9 
Do Exercício 4.42, sabemos que um polinômio qualquer pode ser escrito em 
termos de potências de (x — a). 


Р(х) = Ag +A,.(x—a)+A;,.(x -a) +... + An (х-а)" 


Os coeficientes AO, A1, ... An nada mais são do que os restos nas 
sucessivas divisões de P(x) por (x — a). Aproveitando o algoritmo de Briot- 
Ruffini, justifica-se a origem do algoritmo para as transformadas aditivas 
mencionado na seção 5.3 


Exercício 5.10 

De acordo com o Resultado 5.2.2 toda equação reciproca de grau par e 2º 
espécie possui 1 e —1 como raízes. Como todos os coeficientes da equação 
são reais, pelo Teorema 4.4.1, se i é raiz, - i também será. Ou seja, já 
conhecemos 4 das 6 raizes da equação. 


Р(х) = (х =1).(x +1).(х —1).(x+1).(a.x?+ b.x + c) 
= (х* -1) (а.х? +bx+ с) 


= a.xŠ + b.x5 +cx'-ax?-bx-c 
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Para que a equação seja reciproca de 2° espécie, os coeficientes simétricos 
devem ser iguais em módulo e com sinais contrários, de tal modo que: 


P(x)=axº+bxº+ax'-ax?-bx-a 


Do enunciado, P(2) = -105/8 e P(-2) = 255/8: 


por 64a + 32b + 16a - 4a-2b - a = 75.a + 30.b E 7 Sa+2b= z 
lea = баа - 325 + 16а- 4a + 25-а = 75а-300 = 75 -~ Sa-2b= E 


Resolvendo, chegamos a: a = 1/8 e b = -3/4. A soma das raízes é dada 
(Relação de Girard) -b/a = 6. 


| Soma das raizes = 6 


Exercício 5.11 

Como a equação é reciproca de 1º Espécie, os coeficientes simétricos devem 
ser iguais. Além disso, como 1 é raiz, a soma dos coeficientes é nula. 
Portanto: 


a+c+2=a+b+4 
b+3c+1=c-a 
(a+c+2)+(b+3c+1)+(c-a)+(a+b+4)=0 


Resolvendo o sistema, chegamos a: a = 4, b = —3 e c = -1. Logo, o produto 


a.b.c vale 12. 
| abc =12 | 
Exercicio 5.12 1+2+22 +23 +24 = 0 


A equação já é uma equação recíproca reduzida, pois não possui 1 е —1 
como raizes. Aplicando o método de resolução de equações reciprocas: 


+z? 
= ЕЕЕ: 
2? 2 
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1 xc 
g*z-y 


= (y*-2)4(y)4120 


- E em 
2 z 
Sendo w = 2- , teremos: 
> zi-wz*«1-0 (Eq. 1) 
у + ум? -4 
к а ка сасы 


Verifiquemos o sinal de w? - 4: 
- 2 
wa 2552] sie 888 „0 


2 


u seja, todas as raizes serão complexas! Portanto a afirmativa | é falsa. 


Analisando a equação |, vemos que, pela Relação de Girard, que o produto 
das raízes é 1 para cada um dos dois valores de w. Como cada valor de w 
representa um par de raízes complexas conjugadas, temos que os produtos 
dos dois pares vale 1 cada. Lembrando que o produto de dois números 
complexos conjugados é o quadrado do seu módulo, conclui-se que o módulo 
de todas as raízes é 1. 


zZ,Z; = z,Z -|zf =1 
кааны oo dede ul] uada? 
23424 2234.2, =|23| =1 


Ou seja, a afirmativa Il também é falsa. Utilizando o mesmo argumento da 
resolução do Exercício 1.20 para a afirmativa Ill vemos que a mesma é 
verdadeira. 


Exercício 5.13 

Como os coeficientes da equação são reais, se temos uma raiz complexa, 
seu conjugado também é raíz (Teorema 4.4.1). Ou seja, já conhecemos duas 
das raízes do polinômio: 


=i-— 
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O Teorema 5.1.1 garante, que se soluções racionais existem, então elas 
devem ser: +1/2 ou +1 . O enunciado diz que a equação possui duas raizes 
inteiras distintas. Ou seja, 1 e —1 devem obrigatoriamente ser raizes também. 


Conhecemos todas as raizes do polinômio: 


1+i 


2x' «ax! +bx2+cx-1= A e- 9 1) 


-2.(x* - x +1).(x?-1) 


= 2.4 -2.x – х? +2x-1 


Ou seja: а= -2 ,b=-—1 с= 2 = | max(a,b,c)=c=2 


Exercicio 5.14 
De acordo com o Resultado 5.3.1, o valor da constante da transformada 
aditiva que eliminará o termo do 3º grau de P(x) será raiz da 3º derivada de 
Р(х). 
Р(х) = xf +a.x? +b.x? +сх+а > P'(x)24x'«3ax'-2bx^«c 
> P'(x)-12x?46.ax + 2b 
> P'(x)=24x-6a 
: 5 T 6 

A constante da transformada aditiva será a raiz de Р(х): о = - =- 
Utilizando o Algoritmo para Transformadas Aditivas: 


Chegamos à seguinte equação, após a transformação: t = x — a: 


tf +pt?+qt+r=0 
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Exercício 5.15 té +pt?+qt+r=0 


Começando do lado esquerdo da equação a ser demonstrada: 
2 , ] 

(е + р) =tf +2р(ё +p? = (e pt?) (pt +p?) 
Mas da equagáo original, temos que: +pt=-gt-r 


Logo: (t° + Ji = (-at- r)+ (pt? + р?) = рі — фі — r + p2 


Exercício 5.16 
Queremos mostrar que, para um y qualquer: 


(+p +y)? = (р + 2у)}1°— а1+(р*—г +2ру + y?) 


Começando pelo lado esquerdo da equação: 
(e +p+ y) - (+p? +2.y.(t?+p)+y? 
= pt? -qt-r +p? +2y.(t2 +p) + y? 
=(p+2y)t-qt+(p2-r+2py+y?) 


Como y é um valor arbitrário, vamos escolher y tal que o lado direito da 
equação seja um quadrado perfeito. Note que a parte direita da equação é 
um polinômio do 2º grau em t. Para que seja um quadrado perfeito, a 
equação do segundo grau em t deve ter raiz dupla (ou ainda, o determinante 
da solução de Báskara deve ser nulo). 


q*- 4.(р + 2у).(р?-г +2py + y?) =0 
> q* - 4p? + 4рг— 8.p?y — 4.p.y? — 8.p?y + 8.y.r —16p.y2— 8.y? = 0 
> (q?-4p*+4.p.r)  y.(-16.p? +8.) + y?.(-20.p)+ y*.(-8) =0 


Olhando a solução do Exercício 5.15, podemos escolher y tal que a 
, expressão abaixo seja uma igualdade de quadrados perfeitos: 


(Pp yy =(p+2y).*-qt+(p?-r+2py+y?) (Eq.) 


Para isso, basta resolvermos a equação do 3º grau em y: 
(P-4p'+4pr)+y(-16p?+8r)+y?(-20p)+yº.(-8)=0 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
Exercicio 5.17 | 
| 
| 
| 
| 
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Para isso, pode-se aplicar, por exemplo, o Método de Cardano (conhecido 

para a resolução de equações cúbicas). 

A igualdade de quadrados perfeitos da eq.l, ao se extrair a raíz quadrada em 

ambos os membros, torna-se duas equações do 2º grau (facilmente 

resolviveis em t). Conhecendo a solução em t, a solução em x é dada por: 
=t+a 


Soluções — Capítulo 6 


Exercicio 6.1 A primeira condição a ser imposta é que a equação do 2º grau 
dada tenha 2 rizes reais distintas: 


А>0 o 4-4.(2т).(-Зт-2) > 0 o 1+6m?+4m>0 


Porém, é fácil ver де acordo com o Resultado 6.2.3 que а desigualdade é 
sempre satisfeita, pois a equação do 2º grau em m é sempre positiva (possui 
determinante sempre negativo)! 


O problema pede que x = 1 esteja entre as raizes. Recorrendo ao Resultado 
6.2.4, a condição para que isto ocorra é: 
(2m).(2m-2-3m-2)<0 
o m(m+4)>0 
om<-4 ou m> 0 


Ou seja, os valores de m que atendem às condições do problema são: 
m<-4 oum>0 


Exercício 6.2 
Aplicando diretamente o Resultado 6.2.4, para que x = 1 esteja entre as 
raizes, devemos ter: 
a.f(1) < 0 
o а (a+b+c)<0 
ЕСІ 
o а+ь+с<0 


Resposta: Opção (b) 


OBS: Se você estiver se questionando a respeito da questão acima ser “fácil 
demais”, peço que se pergunte se acharia o mesmo antes de ter estudado o 
Resultado 6.2.4. O É aí que está o poder do resultado O ! 


304 Matemática em Nivel IME/ITA 


Exercício 6.3 ; 
A primeira restrição é que a equação do 2º grau tenha duas raizes reais 


distintas: 
A>0 <= 4m*-4(m-2)(2m-3)» 0 с» m*-7m+6<0 


= (m-1).(m-6)<0 
o 1<т<6 (Condição |) 
Além disso, para que —1 < x, < 4 < x2, devemos ter 4 entre as raizes e -1 
fora das raizes. Do Resultado 6.2.4, segue a condição: 
af(-1)>0 
a.f(4) < 0 


(m-2).((m-2)+2m+2m-3)>0 


А n 
ligas 2).(16.(m - 2) - 8m « 2m - 3) < 


5.(m-2).(m-1) > 0 m«1 ou m»2 


ж. ai 
| 


5(m - 2).(2m - 7) «0 Е. 
2 


2<т < z (Condição il) 


Fazendo a interseção entre as condições | e Il, chegamos aos valores de m 
que atendem às condições do problema: 


7 
2 


f(x) = = 


Exercício 6.4 


=0 o 


x-b E x-c 
Р E =(x-b).(x-c)+(x-a).(x-c)+(x-a).(x-b)=0 


х ға, b, c 


Como a, b, c não são raizes de Р(х), é fácil perceber que todas as raizes de 
f(x) são raizes de P(x), e vice-versa. O problema passa a ser o mesmo, só 
que com a função P(x) a ser analisada no lugar de f(x). Como P(x) é um 
polinômio, o problema tornou-se um pouco mais fácil ! 
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Queremos provar que: а < x, < b < x? < c. Aplicaremos a Extensão do 
Teorema de Bolzano (Resultado 6.3.2) a seguir. Note que, como a < b < c: 


P(a) = (a-b).(a-c)>0 


«0 «0 
P(b) = (b-a).(b-c)<0 

Ee — 
P(c)= (с-а) а). (с- -0)>0 

NE BE EN 


Logo, P(a) e P(b) têm sinais contrários, bem como acontece no par P(b) e 
P(c). Pela Extensáo do Teorema de Bolzano, existe um nümero impar de 
raizes reais em (a,b) e um número impar de raizes reais em (b.c). Como os 
intervalos (a,b) e (b,c) são disjuntos. е Р(х) só possui no máximo 2 raízes 
reais distintas, uma delas está em (a,b) e a outra em (b.c). 

Note que P(a) e P(c) têm sinais iguais, o que garante que um número par de 
raizes reais existe em (a.c), reafirmando a existência de duas raizes distintas. 


Exercício 6.5 

Como os coeficientes são inteiros, do Resultado 44.1, se z é a raiz 
complexa, o conjugado de z também será raiz. O enunciado diz que há uma 
raiz real К. Ou seja, a priori, conhecemos a existência de 3 raizes de Р(х). 


Note que: 


lea => P(OP()»0 


P(1)>0 
Com isso, segue, da Extensáo do Teorema de Bolzano (Resultado 6.3.2) que 
existe um número par de raizes reais em (0. 1) ou zero raizes (ou ainda em 
(0,1) uma vez que x = 0 ex = 1 não são raizes) 


Analisemos as afirmações: 


i) (VERDADEIRA) Se К é racional, do Teorema 5.1.1, К deve ser do tipo p/q 
onde p divide o termo independente 1, e q divide o termo de maior grau, 1. As 
possibilidades para К são +1. Como P(1) > O, segue que К deve ser —1. 


ii) (FALSA) Se k real pertence a (0,1), como devemos ter um número par de 
raizes reais em (0,1), há no mínimo uma segunda raíz real nesse intervalo. 
Sob essa hipótese, há no mínimo 4 raizes de Р(х), e com isso n > 4 
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tii) (VERDADEIRA). Para que exista q(x) tal que Р(х) = Q(x)(x-1), 
Р(х) deveria ser divisive! por x—1, o que acarretaria em P(1) = 0. Porém, 
sabemos que P(1) > 0. Logo não é possivel existir q(x) sob as condições 
especificadas. 

iv) (VERDADEIRA). Conforme já foi dito, o número de raizes reais em [0,1] é 
par. 


v) (VERDADEIRA). Apenas a afirmação (ii) é falsa. 


Exercício 6.6 Seja Р(х) = x? -3.x? – 9х «b 
Resolveremos a questão graficamente. Vamos analisar o gráfico de P(x) para 
diferentes valores de b. 


P'(x) = 3x? - 6.x -9 = 3.(x* -2x- 3) = 3. (x « 1).(x -3) 
Os valores de x que anulam P'(x) são x = -1 e x = 3 (pontos críticos de P(x)). 
P'(x)=6x-6 


Note que P"(x) < 0 para x < 1 e, P”(x) > 0 para x > 1. Ou seja, Р(х) tem 
concavidade para baixo para x < 1 e concavidade para cima para x > 1. 


Pelo teste da 2? derivada (Resultado Apêndice.6) como P"(-1) < 0 e 
P"(3) > 0, temos que x = —1 é um ponto de máximo e x = 3 é um ponto de 
minimo. O ponto x = 1 é onde a concavidade da função muda ( é um ponto 
de inflexao de P(x) ). 

Além disso, a medida que x diminui indefinidamente até o infinito negativo, a 
fungáo vai ficando cada vez mais negativa, e à medida que x aumenta 
indefinidamente até o infinito positivo, a função vai ficando cada vez mais 
positiva. 

A única coisa que falta para determinarmos o gráfico é o valor de b. Com as 
informações que temos até agora, temos as seguintes possibilidades de 
esboços: 


Fig. Ex-6. 6 
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Dentre as possibilidades, a única na qual teremos 3 raizes distintas é o caso 

em que o máximo em x = -1 é positivo e o minimo em x = 3 é negativo. 

Ou seja, devemos restringir que: Es 0 
P(3) «0 

Da condição mencionada, segue: 

[P(-)»0 = -1-3+9+b>0 > b»-5 


i 
|P(3) <0 = 27-27-27+b<0 > b<27 


Ou seja: 
-5<b <27 


Exercicio 6.7 Note que as potências de x formam uma soma de PG. 
Podemos simplificar a equação para buscar saber mais sobre as raizes de 
P(x). 


x? -X 
x«x? +x? + х -500=0 > 500 
xXx- 
= xř-x=500.(x-1) , x=1 
= xº = 501x - 500 ‚ха1 
Como queremos saber o número de raizes reais, basta sabermos er. 
quantos pontos as funções f(x) = x e g(x) = 501.x — 500 se cruzam 


(desconsiderando о cruzamento em x = 1). Veja a figura (a escala não foi 
mantida para a melhor visualização) 


Fig. Ex-6. 7 
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Após о cruzamento em x = 1, como a função polinomial f(x) de 5º grau cresce 
mais rápido que a equação do 1º grau g(x), é fácil ver que haverá mais um 
cruzamento para x positivo e outro cruzamento pra x negativo. Como 
estamos descartando a raiz x = 1 (que não é raiz da equação original), 
sabemos que há exatamente duas raizes reais para a equação . 


Exercicio 6.8 Sabemos que o resto da divisão de um polinômio por um outro 
de grau 2 é no máximo de grau 1. 


1 
Р(х) = (3) 0- 1).Q(x) + (a.x +b) 


Do gráfico temos que: Р(1/2) = 1/8 e P(1) = 0. 


aja 


Com isso: 


Exercicio 6.9 
Р(х) =x -4x «1 2 Р'(х)=3.х^°-4 > P"(x) -6x 
Achando os pontos críticos: 
P(x)*0 e 3.х2-4=0 © —À 


Concavidade: 
PP) >0 o x>0 (concavidade para cima) 


ES) «0 < x<0 (concavidade para baixo) 


Logo o ponto crítico em x = -243/3 é ponto de máximo e em x= 243/3 é 
de minimo. O ponto x = O é o ponto de mudança de concavidade (ponto de 


inflexão). 
(28). a >й 


p(243)_ -16у/3+9 
ОЗУ Өз С 


0 
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Os limites no infinito são: limP(x)=+o e lim P(x)=-=wo 

x>. х= 
Como reforço para о nosso gráfico, note que: P(-2) = Р(2) = Р (0) = 1 


Ја dá pra fazer um esboço do gráfico: 


- 
F 
Va 
3 


Fig. Ex-6. 9 


О Teorema de Bolzano garante que as raizes estão cada uma nos seguintes 
intervalos: 
243 
(-3,-2); (0.1) ; (222) 


OBS: Se quiséssemos determinar exatamente as raizes, poderiamos 
recorrer ao Método de Cardano. 


Exercício 6.10 - 
M(x) é construído somando 1 ao polinômio P(x). Isso translada o polnómio 
uma unidade para cima 
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Fig. Ex-6. 10.a 


N(x) é construido multiplicando Р(х) por 3. Todos os pontos de Р(х) têm sua 
ordenada triplicada (é como se "esticassemos” verticalmente o gráfico). O 
gráfico é representado a seguir: 


Fig. Ex-6. 10.b 
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Q(x) é constrúido somando 3 ao argumento de Р(х). Com isso, estamos 
transladando o gráfico 3 unidades para a esquerda. 


Fig. Ex-6. 10.c 


Finalmente, o gráfico de P'(x) pode ser construido diretamente a partir do 
gráfico de P(x). Os pontos onde P(x) é crescente, serão os pontos onde P'(x) 
é positivo. Os pontos criticos de P(x) serão as raizes de P'(x). 


Fig. Ex-6. 10.d 
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Exercício 6.11 Seja: Р(х) = 12.x? -16.x? -3.x « 4 
Р(0)= 4 »0 Р(1) = -3 <0 P(-1) =-21<0 
P(2)=-150<0  P(2)=30>0 


Usando o Resultado 6.3.1 (Teorema de Bolzano): 


pl 0).Р(-1) <0 = Existe ao menos uma raiz real ет (-1,0) 
P(0)P(1)>0 > Existe ao menos uma raiz real em (0, 1) 
le 1)P(2)<0 > Existe ao menos uma raiz real em (1, 2) 


O Teorema Fundamental da Álgebra garante que existem no máximo 3 
raizes para P(x). Como (-1,0),(0, 1) e (1, 2) sáo intervalos disjuntos, 
pode-se dizer que: 

Sc (-1 0) u (0,1) ‹ (1,2) 


Resposta: Opção (a) 


Exercício 6.12 f(x)= ax? + b.x +ç 


Variando c: Variar o termo independente é equivalente a somar uma 
constante à função. Ou seja, alterando o valor de c, a função transladará na 
direção vertical. 


Fig. Ex-6. 12.a 
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Variando b: Como c é mantido constante, a função deve cortar o eixo das 
ordenadas sempre no mesmo ponto ao variarmos b. A concavidade da 
função se mantém, uma vez que a é constante. Alterando b, nós alteraremos 
a posição do vértice da parábola. 


WS j j Hj! 
NN [| / J! 


Fig. Ex-6. 12.b 


Variando a: A derivada em x = O se mantém constante, portanto a inclinação 
da reta tangente à curva em x = 0 deve ser constante para todas as curvas. 
Como todas as curvas passam por (0,c), uma caracteristica interessante 
dessa familia de parábolas é que todas se tangenciam no ponto x = 0. 


Fig. Ex-6. 12.c 
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j JACA ендг е , 
! Exercicio 6.13 Para demonstrarmos a simetria da função em torno do eixo 
i vertical x = —b/2a , basta mostrarmos que, qualquer que seja y real, teremos: 


| b yer | 
u ([ 2a »J-( Za > 


Eu re faco E 0 
(EJ) sef zey) 


В. by +ay? ab 
= — — by E —— S e 
4a +а.у 2a Y + 


| 

| Vejamos: 

| Кз шы ыу ырыбы 
Py usa ҮКА ЫА ХЫ 

| 1 za "JU 2а y) “*U 2a T ER 

| -2 xD Sun 

| РУТА rt 

t 

| 

| E, também: 


b? А 
= -—+ay?+c 
. 4a T 


| 

| 

| 

b? | 
TIC BAN | 
| 

| 

{ 

| 

1 

A b b | 
Ou seja, (-x-)-(- e) , VyeR | 
1 


' Exercício 6.14 Uma das discussões da questão é em torno da existência de 
raízes reais. Analisemos o determinante da função f: 


А= (no) 402 Gina \ 


= (In6) + (In2-In3).(In3-In2 ) 
=(In2+In3) - (In3 —In2)° 

= (In2+In3+/n3 –1л2). (112 +In3-In3 +In2) 
| = 4.In2.1n3 


| Note que A=4.In2.in3>0, o que nos diz que f(x) = O possui 2 raizes reais 
t distintas. 


| 

b 

| | 
| A concavidade do gráfico é dada pelo sinal de a. a = In(2/3)=In2-In3<0 | 
i Como o sinal deaé negativo, a concavidade do gráfico de f é para baixo. О | 
| valor maimo dei sg dá, poganie no seu vértice. iiaiai | 
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А A 4.In2.In3 In2.In 3 
Imax = Yy = ~ = = 


4a  4.(In2-In3) In3-In2 
O que nos dá a opção correta: 


Resposta: Opção (d) 


Exercício 6.15 


A função f(x) = (х — 1)? é uma parábola com vértice em x = 1. 


A função g(x) = x - a é uma reta com raiz em x = a. Aplicando o módulo de y, 
estaremos 'espelhando' todos os valores negativos de y para cima do eixo 
das abcissas. 


Queremos que o gráfico das duas funções se encontrem em exatamente três 
pontos distintos. A figura abaixo mostra o gráfico de f(x) e g(x) (a última está 
representada para a = 0, a = 1 e a = 2). 


6 


Fig. Ex-6. 15.a 
Olhando para a figura acima vemos que para a = 1, temos 3 soluções 
distintas, enquanto que para os outros dois valores de a, temos apenas 2 
soluções. 


Não é dificil notar que existem também casos em que há 4 soluções distintas: 
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Fig. Ex-6. 15.b 


E existem apenas 3 casos em que há 3 soluções distintas. 


Fig. Ex-6. 15.c 


Um dos casos é trivial, e o ocorre para a = 1. 
Para determinar os outros dois valores, devemos achar a tal que g(x) 
tangencie f(x). No primeiro caso, o ramo esquerdo de f(x) tangencia g(x). 


(x-1)2-(x-a) e xt-x+(1-a)=0 


Para que haja uma única solução, devemos ter o determinante da equação 
do 2º grau igual a zero. 


a=1-4.(t-a)=0 > a= 


No segundo caso, o ramo direito de f(x) tangencia g(x). 
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bay =(x-a) < xº-3x+(1+a)=0 


Novamente, para que a solugáo seja única: 


A=9-4.(1+a)=0 > а=5 


Logo, os valores де а que dão à equação exatamente três soluções distintas 
são: 
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Apéndice 


Apresentaremos aqui alguns resultados importantes mencionados no 
decorrer do livro (no quesito Trigonometria e Cálculo Diferencial e Integral). 
Por fugir do objetivo do livro, a maior parte das expressões aqui 
apresentadas não serão demonstradas. Em geral, as demonstrações dessas 
expressões podem ser facilmente encontradas em qualquer livro que aborde 
os assuntos destacados. 


A.1 Trigonometria | 


Relações básicas no triângulo retângulo: 


cateto oposto x = “ateto adjacente 


senx = — Я 
hipotenusa hipotenusa 


Definições básicas: 


Relações Fundamentais: 
sen?x + со 


sen?x «cos?x 1 sen?x 41 1 
2 = 2 2 B 2 tg?x + 12 sec?x 
qe cos ?x cos*x  Jcos?x cos*x _ 9 
ѕеп2х + соѕх 1 Ú costx 1 1+ ctg?x = csc ?x 


sen?x sen?x sen?x  sen?x 
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sen(x- x) = -sen(x-x)- -senx COS (x - X) = cos(n - X) = -cosx 


tg(n + x) = —tg (z — x) = tgx 


Funções trigonométricos da soma de arcos. 


sen(a- b) = sena.cosb + senb.cosa 
sen(a- b) = sena.cosb - senb.cosa 
cos(a +b) = cosa.cosb- sena.senb 
cos(a — b) =cosa.cosb + sena.senb 
fga + tgb 

1- tga.tgb 


{да – tgb 
b)=—— 
) 1+tga.tgb 


tg(a+b)= 


tg(a - 


Arcos-Dobro e Arcos-Metade 


sen(2x) = 2.senx.cosx 
соѕ(2х) = cos?x - sen?x = 2.cos?x —1=1- 2.sen?x 


tg(2x) = 


2.tgx 
1- tg?x 


x)_ , M-cos(x) 
(2) = HTF costo 
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Funções Trigonométricas em função da tangente do arco-metade 


A - 
sena + senb = 2.sen farb) o (375) 
а С) 
sena —senb = 2.sen рар) o (2+0 | 
A r 
cosa + cosb = 2.cos! 'а+р\ "EE 
Е РЫ! 
cosa- cosb = -2.sen DD (ab) 


SEA 
м 


Transformação de Produto em Soma: 


p 
sena.cosb = z [sen(a * b) «sen(a - b)] 


cosa.cosb = > [cos(a +0) +соѕ(а–0)] 


sena.senb = > [eos(a -b)-cos(a+b)] 
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A.2 Cálculo - Gráficos | 


Definição e interpretação da Derivada 


Considere uma função real continua genérica, e um trecho seu representado 
pela figura abaixo: 


Fig. Apêndice 1 
Na figura Ap1 acima, está representado um ponto a de seu domínio, e um 
outro ponto x genérico também pertencente ao gráfico de f. A medida que x 
se aproxima de a, veja o que acontece com a reta que liga os pontos x e a na 
sequência de figuras Ap2 a seguir: 


Fig. Apêndice 2 


322 Matemática em Nível IME/ITA 


A reta (que cortava o gráfico) se aproxima, cada vez mais da reta tangente ao 
gráfico de f no ponto a. 


Nota-se então, que o coeficiente angular da reta que cortava o gráfico em 2 
pontos distintos em uma vizinhança do ponto a, está cada vez mais próximo 
do coeficiente angular da reta tangente ao gráfico no ponto x = a. 


-f 
m(x) = coeficiente angular = а 
А derivada de uma função real f(x) по ponto а é definida como: 
im f(x) — f(a) 


li 
xa x-a 


Em outras palavras, a derivada de f(x) no ponto а nada mais é do que o 
coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f(x) no ponto x = a. 


Dizemos que função f é derivável em x = a quando o limite acima existe 
(tanto abordado pela direita de a quanto pela esquerda de a, sendo ambos 
iguais). Esse limite pode ser denotado das seguintes formas: 


E š f'(a) ' Fla 


Teorema 


Se uma função é derivável em x = a, então a função é contínua em x = a. 


Resultado Apêndice.1 
Teste da Primeira Derivada 


Uma função é dita estritamente crescente em um intervalo quando, nesse 
intervalo, para valores crescentes de x, temos valores cada vez maiores de f. 
Intuitivamente falando, fica fácil notar que, para que uma função esteja 
sempre crescendo, o coeficiente angular dela deve ser positivo. 


De fato, se a derivada de f no ponto x = a é positiva, então a função é 
estritamente crescente em x = a. 


d à lim. LM >0> f(x)» f(a) 


»0 
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Teorema 


Seja f(x) uma função derivável no ponto x = a. Sef (a) > O, então f é 


estritamente crescente em x = a. Sef'(a)<0, então f é estritamente 
decrescente em x = a, 


Resultado Apêndice.2 


Ora, se uma função derivável em a não for nem estritamente crescente nem 
estritamente decrescente em x = a (é o caso em que sua derivada é nula), 
seu gráfico terá inclinação nula. 


Tais pontos (nos quais a derivada de f se anulam) são chamados de pontos 
críticos de f. Os pontos críticos podem representar máximos e minimos 
locais ou até mesmo pontos de inflexão. 


⁄ | 
/ 
yo 
! 


T 

Fig. Apéndice 3 
O fato de f possuir derivada nula em um ponto x = a, náo nos permite ainda 
determinar qual dentre as 3 possibilidades está ocorrendo. 


Teorema 


Seja f possui um ponto de máximo ou mínimo (local ou absoluto) em x = a, 


então f (a) = 0. 


Resultado Apêndice.3 
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Um bom critério de distinção entre máximos e mínimos de uma função pode 
ser feito com base no teste da 1º derivada. 


Teorema 


Seja f uma função derivável em x = a e k um ponto tomado próximo de a. 


Se f ' (a) = 0, f' (k) < 0 para k < a , e f'(k) > 0 para k > a , então x = a é um 


ponto de minimo local. 


Se f ' (a) = 0, Ғ (k) > 0 para k < a , e f'(k) < 0 para k > a, então x = a é um 
ponto de máximo local. а 


Resultado Apêndice.4 


Teste da Segunda Derivada 


Dizemos que uma curva tem concavidade para cima, quando, a medida que 
percorremos os valores crescentes de x na função, as retas tangentes em 
cada ponto possuem uma inclinação cada vez maior. Se a inclinação for cada 
vez menor, dizemos que a concavidade é para baixo. x 

\ / 


Fig. Apêndice 4 


Um critério para determinar se a concavidade em certo ponto da função é 
para cima ou para baixo pode ser facilmente determinado. A função que nos 
dá a inclinação da reta tangente em cada ponto de f é justamente sua 
derivada f (x). Se quisermos que essa função seja estritamente crescente, 
basta aplicarmos o Resultado Apêndice.2 sobre a função f'(x). Ou seja, o 
sinal da derivada de f (x), (a segunda derivada de f, f' ) nos dará o tipo de 
concavidade da curva em cada ponto. 
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Teorema 


Seja f(x) uma função derivável no ponto x = a. Se f "(a) > 0, então f é tem 
concavidade para cima em x = a. Sef "(a) < 0, então f tem concavidade 
para baixo em x = а. 


Resultado Apêndice.5 


Ora, se a função muda de concavidade, haverá um ponto no qual a 
concavidade não é nem para cima, e nem para baixo. É justamente o ponto 
de mudança de sinal da 2º derivada (é o ponto em que f "(x) = 0). A esse 
ponto damos o nome de ponto de inflexão. 


Se além da segunda derivada nula em x = a, a primeira derivada da função 
também se anular no mesmo ponto, além da mudança de concavidade 
acontecer no ponto a, temos que a reta tangente à curva em a é horizontal 
(não possui inclinação). Chamamos esse tipo de ponto de ponto de inflexão 
horizontal. 


Fig. Apêndice 5 


Um outro bom critério de distinção entre máximos e mínimos de uma função 
pode ser feito, agora com base no teste da 2? derivada. 


Teorema 


Seja f uma função derivável 2 vezes em x = a. 
Sef'(a)=0ef"(a)> 0, então x = a é um ponto de mínimo local. 


Sef'(a)=0ef"(a)< 0, então x = a é um ponto de máximo local. 
Sef'(a)=0ef"(a)= 0, então x = a é um ponto de inflexão horizontal. 


Resultado Apêndice.6 
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Resultados Notáveis 


Se x = a é um ponto de minimo ou máximo (local ou absoluto), então f'(a)=0. 


Sex = аё um ponto de inflexão, então f "(a) = 0. 


Resultado Apêndice.” 


OBS Importante: i " 
O Resultado Apéndice.7 é claramente uma afirmação do tipo “se... епійо : 
Isto indica a validade em uma direção da afirmação. A volta nem sempre é 


verdadeira, e é ai que mora o perigo! 


Ou seja. o fato de f(a) = 0 pode nào significar que x = a é um ponto de 
minimo ou máximo (como já vimos, pode se tratar de um ponto de inflexão 
horizontal.) O mesmo acontece com a segunda derivada. O fato de f ' (a) = 0 
não significa, necessariamente, que x = a é um ponto de inflexão. De modo 
mais geral o teorema a seguir (que nào demonstraremos) nos ajuda a 
entender a situação um pouco mais amplamente. 


Teorema Poderoso 


Seja f derivável n+1 vezes em x = a tal que: 
Қа) = f'(a) = f'(a) = Ға) =... = (а) = 0 e (а) =k*0 


Se n é par, ек < 0, então x = a é ponto de máximo. 
Se n é par, e k > 0, então x = a é ponto de minimo, 
Se n é impar, então x = a é ponto de inflexão horizontal. 


Resultado Apéndice.8 


-omo o conteúdo que precisaremos para a determinação de gráficos 
polinomiais já foi discutido, limitaremos aesse ponto a nossa discussão. Para 
mais informações sobre análise gráfica usando cálculo diferencial, procure 
um livro sobre o assunto (há bastante coisa interessante ainda a ser vista se 
você se interessou!) 
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A.3 Cálculo - Complemento 


Teorema do Valor Intermediário (TVI) 

Seja f uma função continua no intervalo fechado [a,b], tal que, sem perda de 
generalidade, f(b) > f(a). Para qualquer que seja d tal que f(a) < d < f(b), 
existirá um real c no intervalo (a,b) tal que f(c) = d 


Teorema de Taylor 

Se f é uma função derivável em uma vizinhança do ponto a, é possivel 
aproximá-la de um polinômio infinito dependente das derivadas da funções 
nesse ponto. 


Teorema de Rolle 
Se f é continua em um intervalo fechado [a,b] e derivável em (a,b), com 
Қа) = f(b) = 0, então existe um valor real c no intervalo (a,b) tal que f '(c) = 


Tabelas de Derivadas e Integrais Básicas 


(о) =nf(x)'” ах) 


dx 


f(x) бо) 
dx dx 


(0) + а(х) = 


Zia) = g(x).—— e) +1(x) == 9800) 


š (0) sebo 


-ңх). 800 
al 


x 
коа) onde a é uma constante real. 


d ү dg(x) 
ax (90) = f'(g(x)). ra 
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Derivadas de funções básicas: 


d d 

——senx-cosx ; —cosx =-senx 
dx 

gx = ѕес?х ; Le tgx = —csc?x 

x dx 

d d 
—secx = sec x.tgx ; ——CSCX = -CSC x.ctgx 
dx dx 


„9 Arccosx = РАМЕ же : Y Arcsenx - 1 
dx Ji: dx Hx 


A arctgx = x Y arectgx =- 

dx 44 x? dx 1+x? 
d nx = 1 ү Е ех =ех ; d ах ах па 
dx x dx dx 


Integrais imediatas: 


y" 


jg des 


+c (ns -1) 


dx 
[= =Inpj+e 
x 


fe*.ax =e +с 


x 


[ахах = ае 


Ina 


[senx.ax =-=COSX+C 


[cos x.dx = ѕепх+с 
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Projeto Rumo ao ITA 


O Projeto Rumoaoita é um site gratuíto disponivel na internet que dispõe de 
tudo que um aluno com “fome de exercícios” poderia querer. No site (que 
pode ser acessado pelo endereço http://www.rumoaoita.com), o pré- 
vestibulando encontrará Apostilas, Video-Aulas, Simulados, Dicas de Estudo, 
e até mesmo depoimentos de pessoas que já passaram pela mesma situação 
de prestar IME-ITA e obtiveram sucesso. Tudo isso, gratuitamente! 


O projeto tem como objetivo melhorar o acesso à informações específicas 
(como materiais de alto nivel e conteúdo para os vestibulares mais dificeis do 
pais). Nós fundadores do projeto acreditamos que o acesso à informação é 
uma das dificuldades do ensino brasileiro de hoje, e é por aí que resolvemos 
dar nossa contribuição. 


Juntando um grupo de alunos (já aprovados no vestibular) do ITA e do IME, 
montamos esse portal, e o mantemos constantemente atualizado. Nos 
ultimos anos, de maneira extremamente gratificante para a Equipe 
Rumoaoita, vemos alunos que deram o gás, estudando também pelo site, 
conseguindo suas tão merecidas vagas tanto no ITA quanto no IME. Como 
uma espécie de bola de neve, o Projeto ganha força própria, uma vez que, 
anualmente, vemos a equipe ganhando novos membros entusiasmados em 
contribuir para melhorar o projeto. 


Esperamos que você possa usufruir do nosso trabalho, e, quando atingir seu 
tão sonhado objetivo, juntar-se a nós! 


Desejamos a você um bom ano de estudo! 


Caio Guimarães e Júlio Sousa 
(Fundadores do Projeto Rumo Ao ITA) 
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